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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN | SKROTOW

C — zbiér liczb zespolonych

N — zbiér liczb naturalnych

R — zbiér liczb rzeczywistych

LP— zbiér funkcji catkowalnych z p-ta potega wartosci bezwzglednej
D — operator pochodnej niecatkowitego rzedu

E. (%) — uogdlniona funkcja Mittaga-Lefflera

E,(z) — jednoparametrowa funkcja Mittaga-Lefflera

J=+/—1 — jednostka urojona

AG - ang. average gradient — $redni gradient

CFL - ang. Courant-Friedrich-Lewy — warunek stabilnosci Couranta-Friedricha-Lewy'ego

CN-FDTD - ang. Crank-Nicolson finite-difference time-domain — r6znice skonczone w dziedzinie czasu
oparte o schemat Cranka-Nicolsona

EKG — elektrokardiografia

EME — ang. measure of enhancement — miara wzmocnienia

IE — ang. information entropy — entropia informacyjna

FDTD - ang. finite-difference time-domain — réznice skofczone w dziedzinie czasu

FFT — ang. fast Fourier transformation — szybka transformacja Fouriera

GRPF — ang. global roots and poles finding — globalne znajdowanie pierwiastkéw i biegunéw zespolo-
nych

PC — ang. personal computer — komputer osobisty

PEC — ang. perfect electric conductor — idealny przewodnik elektryczny

PID — ang. proportional—integral—derivative (controller) — proporcjonalno-catkujaco-rézniczkujacy (re-
gulator)

PMSG — ang. permanent magnet synchronous generator — generator synchroniczny z magnesami trwa-
tym

USM — ang. unsharp masking — maskowanie nieostro$ci

ZOH — ang. zero-order hold — ekstrapolator rzedu zerowego



1. WPROWADZENIE

1.1. Przedmowa

Rachunek rézniczkowo-catkowy utamkowego rzedu to fascynujace i potezne narzedzie roz-
szerzajace klasyczny rachunek rézniczkowo-catkowy. W przeciwienstwie do tradycyjnego rachunku
rézniczkowo-catkowego, ktéry ogranicza sie do operacji rzedu catkowitego, rachunek rézniczkowo-
catkowy utamkowego rzedu wprowadza pojecie rézniczkowania i catkowania dowolnych rzedéw rzeczy-
wistych lub nawet zespolonych. Te ramy matematyczne, cho¢ zakorzenione juz w XVII wieku, zyskaty
znaczng popularno$é w ostatnich dekadach ze wzgledu na niezwykle skuteczne modelowanie ztozonych
uktadéw z pamiecia, nielokalnoscia i anomaliami. Wraz z ciaggtym rozwojem narzedzi obliczeniowych
i teoretycznych spostrzezen, rachunek rézniczkowo-catkowy utamkowego rzedu odgrywa coraz wieksza
role w modelowaniu czy tez wrecz w odkrywaniu zawitosci Swiata przyrody i inzynierii. Jego interdyscy-
plinarne zastosowania obejmujace fizyke, inzynierie, biologie, finanse i inne dziedziny nauki, uczynito go
kamieniem wegielnym wspotczesnej matematyki stosowanej.

W swojej istocie rachunek rézniczkowo-catkowy utamkowego rzedu rozszerza klasyczne pojecia
rézniczkowania i catkowania poprzez wprowadzenie operatoréw, takich jak pochodna utamkowa D¢
i catka utamkowa I, gdzie « jest liczba niecatkowity. Operatory te uwzgledniajg zachowania, ktérych
rachunek klasyczny nie bierze pod uwage, takie jak modelowanie efektéw pamieciowych w materiatach
lepkosprezystych czy odwzorowanie anomalnej dyfuzji w o$rodkach ztozonych. Podczas gdy pochodna
pierwszego rzedu opisuje tempo zmian funkgcji, pochodna utamkowego rzedu opisuje zachowanie
wystepujace pomiedzy funkcja a jej pierwsza pochodna, odzwierciedlajace dynamike posrednia.

Dla przyktadu, rozwazmy klasyczna pochodna pierwszego rzedu funkgji f : R — R, ktora jest
zdefiniowana jako

i TEHAD = F()

TRV
D'f(t) = lim — = A : (1.1)

At—0 At At—0
W dalszej kolejnosci mozna wyznaczyé pochodng zdefiniowanej powyzej funkcji pochodnej, czyli druga

pochodna

D?f(t) = lim AD'f . f(E+200) — 2f(t + A + f(1)

AIB0 AL Ao (At)? (12)

Kontynuujac rozwazania w sposéb rekurencyjny, mozna powyzsze wzory uogdlni¢ na pochodna rzedu

n € N, czyli
we AN 1 &N
D f(t) = AI}:IEO B Al}:glo B "?:0( 1) m flt+ (n—m)At) (1.3)
. ny _ n(n-1)...(n—m-+1) . . . . . . .
! - 1
gdzie (m) = P jest symbolem Newtona. Usuwajac ograniczenie, ze n jest liczba

naturalng, mozna uogdlni¢ pojecie pochodnej na rzad utamkowy « > 0, definiujac

ar e AN 1
DO = Jim A = A Ay

a iH)m (;)f(w (o —m)At) (1.4)

m=0
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gdzie (;;) = %ﬁf’“mﬂ) oznacza uogdlnienie pojecia symbolu Newtona dla @ > 0 (dla @« € N
przyjmujemy (7‘;) = 0 gdy m > «). Réwnanie (1.4) to de facto definicja pochodnej Griinwalda-
Letnikova rzedu utamkowego o > 0 [1], ktéra bedzie analizowana bardziej formalnie w dalszej czesci
rozprawy. Istotne jest, aby zauwazy¢, ze suma w (1.4) jest nieskoficzona, tzn. jest szeregiem, ktéry
w zaleznosci od argumentu ¢ siega do minus nieskonczonosci. Wida¢ wiec, ze obliczana pochodna rzedu
utamkowego jest zalezna od wszystkich wartosci funkcji f(¢) dla argumentéw siegajacych az minus

nieskonczonosci, czyli taka pochodna wydobywa efekty pamieciowe i posiada nieskoriczona pamieé

zdarzen przesztych.

Opisane powyzej (bardzo ogdlnie) wtasnosci pamieciowe sprawiaja, ze rachunek rézniczkowo-
catkowy utamkowego rzedu jest szczegblnie przydatny w modelowaniu matematycznym uktadéw
o ztozonej dynamice. W modelowaniu takich wtasnie uktadéw znalazt on swoje zastosowanie w ostatnich
latach i przeksztatcit sie z teoretycznej ciekawostki w praktyczne narzedzie, ktdérego rozwdj jest
stymulowany dostepem do coraz wiekszej mocy obliczeniowej i rosnaca potrzeba modelowania coraz

to nowych uktaddw i proceséw.

1.2. Motywacja do badan

Motywacja do badanh prezentowanych w tej rozprawie doktorskiej s zastosowania rachunku
rézniczkowo-catkowego utamkowego rzedu, ktére sg obecnie wszechstronne i caty czas rozszerzane
na nowe dziedziny. Poczawszy od inzynierii sterowania, rachunek rézniczkowo-catkowy utamkowego
rzedu stuzy do projektowania regulatoréw proporcjonalno-catkujaco-rézniczkujacych (ang. proportional-
integral-derivative — skrét PID) utamkowego rzedu, ktére oferuja lepsza niezawodno$¢ i wydajnosé
w poréwnaniu z tradycyjnymi regulatorami PID [2]. Dodatkowe parametry dostrajania poprawiaja
wydajno$¢ sterowania w systemach, ktére charakteryzuja sie opdznieniami czasowymi i zachowaniami
nieliniowymi. Regulatory PID utamkowego rzedu zapewniaja lepsze S$ledzenie wartosci zadanej
i ttumienie zaktécen w poréwnaniu z klasycznymi regulatorami PID. Moga by¢ one skutecznie
wykorzystywane w procesach przemystowych, np. jako regulatory temperatury. Badanie regulacji
temperatury wymiennika ciepta pokazato, ze regulator PID, wykorzystujac rzedy utamkowe, skrécit
czas przeregulowania i stabilizacji uktadu [3]. Regulatory te zyskaly réwniez popularno$¢ w robotyce przy
modelowaniu i sterowaniu uktadami o wtasciwosciach lepkosprezystych lub ztozonej dynamice, takich jak
elastyczne manipulatory lub roboty miekkie. Regulatory te uwzgledniaja zachowanie materiatéw zalezne
od pamieci. Przyktadowo w manipulatorze robota z elastycznymi ramionami zastosowano regulator
utamkowego rzedu, aby zwiekszy¢ odporno$¢ na przesterowania w przypadku zmiany obcigzenia ramienia
duzo skuteczniej niz stosujac regulator rzedu catkowitego [4]. Zastosowano lekkie ramie robota do zadan
precyzyjnych, gdzie regulator PID utamkowego rzedu poprawit stabilno$¢ i doktadno$¢. Z uzyskanych
wynikéw interesujaca cecha schematu kontroli utamkowego rzedu jest to, ze przeregulowanie byto
niezalezne od masy koncéwki ramienia robota. W przypadku regulatora rzedu utamkowego sygnat

sterujacy byt mniej zaszumiony niz w przypadku standardowego regulatora PID, poniewaz integrator
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rzedu utamkowego dziatat jak filtr dolnoprzepustowy i zredukowat wptyw szumu wprowadzanego do

petli sterowania.

Réwniez uktady powszechnie stosowane w sieciowych systemach sterowania, stanowig duze
wyzwanie ze wzgledu na ich opdzniona reakcje. Regulatory rzedu utamkowego moga stabilizowad te
systemy. Przyktadowo w [5] zaproponowano kompensator czasu martwego utamkowego rzedu w celu po-
prawy sterowalnosci sieci bezprzewodowych i obstugi kompensacji dtuzszych opdznien. Bezprzewodowy
kontroler wykazat skuteczne $ledzenie, krdtszy czas narastania sygnatu i poprawe w catym procesie. Co
wiecej kontroler zachowat integralno$¢ i stabilno$é procesu w sieciach bezprzewodowych, nawet przy 30
procentach dostepnych danych procesowych w scenariuszu symulacji utraty pakietéw. Kontroler okazat
sie wysoce niezawodnym i skutecznym rozwigzaniem poprawiajagcym sterowalnos¢ sieci bezprzewodo-
wych. Wyniki wydajno$ci kwalifikuja zastosowanie kontrolera w bezprzewodowych sieciach czujnikéw,
ograniczajac problemy zwigzane z utrata pakietéw, a tym samym zapewniajac bardziej stabilne warunki

pracy sieci.

Sterowanie predykcyjne z wykorzystaniem modelu utamkowego rzedu rozszerza tradycyjne
sterowanie poprzez wtaczenie dynamiki utamkowego rzedu do modelu systemu, umozliwiajac lepsze
przewidywanie i sterowanie systemami z pamieciag dtugoterminowa lub dynamika anomalna. Przyktadowo
w systemie sterowania uktadem kierowniczym autonomicznego pojazdu, sterowanie predykcyjne
z wykorzystaniem modelu utamkowego rzedu zostato zastosowane do optymalizacji $ledzenia trajektorii
jazdy autonomicznego pojazdu naziemnego [6]. Model utamkowego rzedu odzwierciedlat zaréwno model
kinematyczny, jak i dynamiczny, co przetozyto sie na ptynniejsze i bardziej precyzyjne kierowanie
w poréwnaniu ze sterowaniem predykcyjnym z wykorzystaniem modelu catkowitego rzedu. Zostato
to przetestowane w Srodowisku symulacyjnym dla autonomicznego samochodu pokonujacego rézne
Sciezki referencyjne. Sterownik utamkowego rzedu wykazat znaczng poprawe w zakresie podazania dana
Sciezka. Wprowadzenie zewnetrznego zaktbcenia w postaci zmiany tarcia lewego i prawego kota, nawet

wprowadzone na state, nie miato wptywu na prace pojazdu.

Regulatory utamkowego rzedu poprawiaja stabilnos$¢ i wydajno$¢ systeméw energetycznych
takich jak sieci energii odnawialnej, poprzez doktfadniejsze modelowanie ich ztozonej dynamiki
wynikajacej z nieciggtosci zrédet i wahan obciazenia. W pracy [7] zaproponowano nowa metode
sterowania pracg turbin wiatrowych ze zmienng predkoscia obrotowa z topologia PMSG petnej mocy
(z wykorzystaniem generatora synchronicznego z magnesami trwatymi). Wyniki symulacji pokazuja, ze

proponowana strategia sterowania utamkowego rzedu poprawia odporno$¢ systemu na zaktdcenia.

Pochodne utamkowe usprawniaja takze analize sygnatéw, szczegdlnie w filtrowaniu i ekstrakgji
cech sygnatéw o wtasciwosciach fraktalnych lub niestacjonarnych, takich jak sygnaty biomedyczne.
Przyktadowo w pracy [8] zaproponowano model utamkowego rzedu do generowania przebiegéw
podobnych do przebiegdbw EKG. Autorzy wskazujg, ze wprowadzenie modelu utamkowego rzedu
umozliwia doktadniejszy opis dynamiki serca w poréwnaniu z istniejgcymi podejSciami. Rézne

kombinacje wtaczania dynamiki utamkowej w réwnania stanu prowadza do pojawienia sie réznych,
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zdrowych lub chorych, przebiegdw EKG. Za pomoca przedstawionego modelu mozliwe jest uzyskanie

takich patologii pracy serca jak bradykardia, tachykardia, czy migotanie komor.

Za pomoca pochodnych utamkowego rzedu mozliwe jest tez poprawienie szczegdtdéw tekstur
w obrazach cyfrowych poprzez uzycie precyzyjnych masek réznicowych [9]. Przedstawione badania
wskazuja, ze podejscie oparte na rachunku rézniczkowym utamkowego rzedu jest zdecydowanie
lepsze niz tradycyjne algorytmy, poniewaz poprawia szczegdty tekstury w gtadkich obszarach obrazéw
cyfrowych o bogatej teksturze. Z kolei model oparty na maskowaniu nieostrosci (ang. unsharp
masking — skrét USM) z pochodnymi utamkowego rzedu [10] wyostrzyt krawedzie obrazu, zachowujac
jednoczesnie szczegdty niskiej i Sredniej czestotliwosci. Liczne symulacje przeprowadzone na kilku
standardowych obrazach o réznych rozmiarach potwierdzity skuteczno$¢ proponowanego podejscia
w poréwnaniu z istniejacymi technikami. Co wiecej, analiza poréwnawcza przeprowadzona pod katem
miar iloSciowych, takich jak entropia informacyjna (ang. information entropy — skrét IE), $redni
gradient (ang. average gradient — skrét AG), miara wzmocnienia (ang. measure of enhancement —
skrét EME) itp., potwierdzita, ze proponowane podejécie oparte na pochodnej utamkowej przewyzsza
istniejace najnowoczesniejsze techniki wzmacniania obrazu. Potencjat proponowanego podejscia zostat

zweryfikowany przez rozwazenie jego zastosowania w obrazach medycznych.

Badanie rachunku rézniczkowego utamkowego rzedu stawia réwniez intrygujace wyzwania.
Niestety pojecie pochodnej utamkowego rzedu nie jest jednoznacznie zdefiniowane: istnieje w literaturze
wiele, czesto nieréwnowaznych, definicji. Rozne definicje pasuja do réznych probleméw, a wybdr
wtasciwe] definicji wymaga starannego rozwazenia wtasciwosci uktadu. Ponadto rozwigzywanie réwnan
rézniczkowych utamkowego rzedu czesto wymaga specjalistycznych technik, poniewaz klasyczne metody
oparte o transformacje Laplace'a musza zosta¢ odpowiednio zaadaptowane. Pomimo tych wyzwan,
dziedzina ta stale rozwija sie, a trwajace badania obejmuja miedzy innymi nowe definicje, metody
numeryczne i zastosowania. W tej rozprawie doktorskiej skoncentrowano sie na zastosowaniach
rachunku rézniczkowo-catkowego utamkowego rzedu w naukach elektrycznych, w szczegdlnosci
w elektromagnetyzmie i teorii obwoddéw. W literaturze spotkaé mozna wiele definicji pochodnych
utamkowego rzedu uzytecznych do modelowania systeméw elektromagnetycznych oraz obwodéw
elektrycznych [11, 12, 13, 14]. Niektére definicje sa dobrze ugruntowane, podczas gdy niektére zostaty
wprowadzone catkiem niedawno. Mnogos¢ i niejednoznaczno$¢ definicji pochodnych utamkowego rzedu
czasami ogranicza ich uzyteczno$¢. Konieczna jest zatem doktadna analiza wtasciwosci poszczegdlnych
pochodnych i okreslenie ich stosowalnosci z punktu widzenia modelowania i symulacji zaréwno systeméw

elektromagnetycznych jak i obwodéw elektrycznych.

W opublikowanych pracach, ktére przedstawiaja wyniki badan naukowych sktadajacych sie
na niniejsza rozprawe doktorska, zbadano temat stosowalnosci wybranych definicji, wprowadzajac
podstawowe wiaséciwosci pochodnych utamkowego rzedu niezbedne do aplikacji w elektromagnetyzmie
i teorii obwod6éw. Spetnienie tych wfasciwosci pozwala jednoznacznie okresli¢ poprawnos$¢ i zakres

stosowalnosci danej definicji. Okazuje sie, ze nie wszystkie definicje pochodnych utamkowego rzedu
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pozwalaja na modelowanie systeméw elektromagnetycznych oraz obwodoéw elektrycznych. W niniejszej
pracy przedstawiono analize teoretyczng, ktérej wyniki wskazuja, ze pochodna Marchaud moze by¢
z powodzeniem zastosowana do modelowania systemoéw elektromagnetycznych i obwodéw elektrycznych.
W dalszej kolejnosci wskazano zakres rzedu pochodnej utamkowej, ktéry zapewnia zgodnoé¢ definicji
Marchaud z definicja Griinwalda-Letnikova. Dzieki temu mozliwe byto zaproponowanie nowych metod
symulacji uktadéw elektromagnetycznych i obwoddw elektrycznych o parametrach rozproszonych, ktére

opieraja sie na teorii systeméw niecatkowitego rzedu stosujacych pochodng Griinwalda-Letnikova.

1.3. Cel i teza pracy

Celem tej pracy jest wykazanie poprawno$ci modelowania matematycznego systeméw elektro-
magnetycznych i obwoddéw elektrycznych utamkowego rzedu za pomoca pochodnej Marchaud (oraz
Griinwalda-Letnikova w sytuacji, gdy rzad pochodnej zapewnia jej zgodno$¢ z definicja Marchaud).
W szczegdlnosci, w ramach badan przedstawionych w pracy sformutowano wtasciwoséci, jakie musi po-
siada¢ pochodna czasowa utamkowego rzedu w naukach elektrycznych (tj. elektromagnetyzmie i teorii
odwodéw). Stwierdzono, ze taka pochodna powinna spetniaé wtasno$¢ pétgrupy i byé naturalnie re-
prezentowalna w dziedzinie fazoréw. Nastepnie zebrano podstawowe i najbardziej popularne definicje
pochodnych utamkowego rzedu i dokonano ich krytycznej oceny z punktu widzenia ww. wtasciwosci.
Okazato sig, ze tylko pochodna Marchaud nie prowadzi do sprzeczno$ci matematycznych w sytuacji,
gdy pochodne czasowe utamkowego rzedu sg stosowane w naukach elektrycznych. Na tej podstawie

mozliwe jest sformutowanie tezy pracy.

Teza pracy: Zastosowanie pochodnej utamkowej w dziedzinie czasu opartej o definicje
Marchaud zapewnia poprawno$¢ modelowania matematycznego systeméw elektromagnetycz-

nych i obwodéw elektrycznych utamkowego rzedu.

Tym samym w pracy zostanie wykazane, ze pochodna Marchaud spetnia wtasciwosci
konieczne do tego, aby modelowanie matematyczne systeméw elektromagnetycznych i obwoddéw
elektrycznych nie prowadzito do sprzecznosci z istniejagcymi zasadami analizy takich systeméw
i obwoddéw. Chociaz uwzglednienie ztozonych wtasciwosci dynamicznych rzeczywistych systeméw
poprzez zastosowanie rachunku rézniczkowo-catkowego utamkowego rzedu pozwala na uzyskanie
doktadniejszych i bardziej realistycznych wynikéw modelowania matematycznego, analiza doktadnosci
modelowania z wykorzystaniem pochodnych utamkowych nie lezy w zakresie tematu tej pracy, co
oznacza, ze niniejsza rozprawa doktorska ma charakter teoretyczny a nie eksperymentalny. W literaturze
przedmiotu wielokrotnie wykazano, ze wtasciwosci pochodnych utamkowych poprzez uwzglednienie
efektow pamieci pozwalaja na precyzyjny opis dynamiki uktadéw rzeczywistych, co prowadzi do
doktadniejszego modelowania proceséw fizycznych w stosunku do modeli matematycznych opartych
na klasycznych pochodnych. Ten fakt znajduje potwierdzenie w juz opublikowanych wynikach badan

eksperymentalnych, przez co jest poza zakresem badan teoretycznych prezentowanych w tej pracy.
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Dlatego w dalszej czesci pracy zainteresowany czytelnik bedzie odsytany do prac eksperymentalnych,

ktére dotycza tematu bez powielania juz zrealizowanych badan.

1.4. Plan pracy

Rozprawa doktorska sktada sie z pieciu rozdziatéw i ma nastepujaca strukture.

W rozdziale pierwszym przedstawiono cel, zakres, teze oraz metodyke realizacji badan
przedstawionych w pracy.

W rozdziale drugim podano podstawowe definicje i wtasciwoséci pochodnych utamkowego
rzedu, niezbedne do zastosowan w elektromagnetyzmie i teorii obwodéw. Przedstawiono rézne definicje
pochodnych utamkowego rzedu i dokonano ich krytycznej oceny z punktu widzenia elektromagnetyzmu
i teorii obwoddw.

Rozdziat trzeci przedstawia zastosowanie pochodnej Marchaud w elektromagnetyzmie i teorii
obwodoéw. Przedstawione zostaty opisy modeli utamkowego rzedu, ktére moga postuzy¢ do modelowania
zjawisk elektromagnetycznych, jak i modelowania dyskretnych elementéw obwodéw, takich jak
kondensatory, rezystory czy cewki utamkowego rzedu.

W rozdziale czwartym przedstawiono opracowane metody rozwigzywania réwnan Maxwella dla
pola elektromagnetycznego w o$rodkach opisanych relacjami konstytutywnymi utamkowego rzedu, od
rozwigzan analitycznych po metody szeroko wykorzystywane do symulacji komputerowych, tj. metode
réznic skonczonych w dziedzinie czasu (ang. finite-difference time-domain — skr6t FDTD). Nastepnie
wyprowadzono warunek stabilnosci dla osrodkéw opisanych przez relacje konstytutywne utamkowego
rzedu w metodzie FDTD. Jego spetnienie jest niezbedne do przeprowadzenia stabilnych obliczen
numerycznych za pomoca tej metody. Przeprowadzono réwniez symulacje numeryczne propagacji
niemonochromatycznej fali ptaskiej w potprzestrzeni opisanej relacjami konstytutywnymi utamkowego
rzedu. Stosujac algorytm globalnego znajdowania pierwiastkéw i biegunéw zespolonych (ang. global
roots and poles finding — skré6t GRPF) wykazano, ze zgodnie z réwnaniem charakterystycznym,
rozmiar kroku czasowego mozna zwiekszy¢ powyzej klasycznej granicy stabilnosci w przypadku
monochromatycznym. Zaproponowano réwniez nowa bezwzglednie stabilng metode symulacji propagacji
fal w o$rodkach opisanych relacjami konstytutywnymi utamkowego rzedu, tj. rozszerzono stosowalno$é
metody réznic skofnczonych w dziedzinie czasu Cranka-Nicolsona (CN-FDTD) o takie osrodki.

W rozdziale pigtym podsumowano prace i oméwiono wktad autora w zaprezentowane badania.

Na koncu rozprawy zamieszczono bibliografie oraz zataczniki.

Dla wykazania tezy gtoszonej w rozprawie doktorskiej, w Sekcji 2.1 przedstawiono wtasciwosci,
ktére sa niezbedne, aby stosowaé pochodne utamkowego rzedu w analizie systeméw elektromagnetycz-
nych i obwodéw elektrycznych. Nastepnie, w Sekcji 2.2 przeanalizowano krytycznie popularne definicje
pochodnych utamkowego rzedu (tj. Riemanna-Liouville’a, Caputo, Liouville'a, Marchaud, Griinwalda-
Letnikova i inne definicje nieklasyczne) pokazujac, ze tylko definicja Marchaud spetnia wymagane wcze-

$niej wtasciwosci. Nadmieni¢ tutaj trzeba, ze definicja Griinwalda-Letnikova jest réwnowazna definicji
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Marchaud dla okre$lonych funkcji i rzedéw pochodnej, co réwniez czyni ja uzyteczna z punktu widze-
nia elektromagnetyzmu i teorii obwodéw. W Sekcjach 3.2 i 3.5 pokazano, ze naruszenie postulowanej
wtasnosci pétgrupy dla pochodnych czasowych utamkowego rzedu prowadzi do réznych réwnan ty-
pu dyfuzyjno-falowego w dziedzinie czasu dla pola elektrycznego i magnetycznego (Sekcja 3.2) oraz
napiecia i pradu w linii trasmisyjnej utamkowego rzedu (Sekcja 3.5). Taka sytuacja jest sprzeczna z re-
zultatem analizy w dziedzinie czestotliwo$ci, gdzie pola elektryczne i magnetyczne oraz napiecie i prad
odpowiednio spetniaja te same réwnania. Prowadzi to do absurdu i dowodzi konieczno$ci stosowania
pochodnych utamkowego rzedu spetniajacych wtasnos$¢ poétgrupy, czyli rozwazania w Sekcjach 3.2'i 3.5
wspieraja witasnosci postulowane w Sekcji 2.1 dla zastosowan pochodnych utamkowego rzedu w elek-

tromagnetyzmie i teorii obwoddw.
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2. POCHODNE UtAMKOWEGO RZEDU

Juz w czasach starozytnych pojawity sie pierwsze idee prowadzace do rachunku catkowego.
Obliczenia powierzchni figur ptaskich i objetosci bryt znalezione zostaty w egipskim Papirusie
Moskiewskim z okoto 1850 roku p.n.e. [15]. Przedstawione pomysty byty jednak tylko luzno
zasygnalizowane, a wyprowadzone wzory nie byty usystematyzowane i wyprowadzone w logicznej

ciagtosci.

W matematyce greckiej Eudoksos z Knidos (ok. roku 408 — 355 pne) stosowat do obliczania
powierzchni figur ptaskich i objetosci bryt tzw. metode wyczerpania, ktéra wprowadza intuicyjne pojecie
granicy. Metoda wyczerpania to metoda znajdowania pola figury poprzez wpisanie w nig wielokatéw
foremnych o coraz wiekszej liczbie bokéw. Gdy liczba bokéw wielokatéw wzrasta, pole wielokatdw
zbiega do pola, w ktéry wielokaty sa wpisane. Archimedes (ok. roku 287 — 212 pne) wykorzystat metode
wyczerpania do oszacowania liczby 7 i wyznaczenia pola powierzchni kuli, wymyslajac kolejno heurystyki,
ktére przypominaja metody rachunku catkowego [16]. Greckiemu matematykowi Demokrytowi réwniez
przypisane s3 pierwsze proby wykorzystania rachunku rézniczkowego. Rozwazat on podziat obiektéw
na nieskonczong liczbe przekrojéw, ale jego niezdolno$¢ do racjonalizacji dyskretnych przekrojéw za
pomoca gtadkiego nachylenia stozka uniemozliwita mu zaakceptowanie tego pomystu. Wiele elementéw
rachunku rézniczkowego spotykane jest w pdzniejszych okresach w kulturze chinskiej, Bliskiego Wschodu

i p6zniej w Sredniowiecznej Europie i Indiach.

Jednak dopiero w XVII wieku podjeto skuteczne préby usystematyzowania rachunku rézniczkowo-
catkowego. W 1659 roku w komentarzach do pracy Descartesa ,,Geometria” opisane zostaty metody
wprowadzajace do rachunku rézniczkowego. Niedtugo potem niezaleznie Isaac Newton oraz Gottfried
Wilhelm Leibniz usystematyzowali i wyprowadzili podstawowe réwnania rachunku rézniczkowego i cat-

kowego [17].

Péttora wieku pézniej, dzieki pracom Cauchy'ego i Weierstrassa znaleziono sposéb na
wyeliminowanie z rachunku rézniczkowego wartosci nieskorczenie matych poprzez wprowadzenie pojecia
granicy [18]. W pracach Cauchy'ego znajdziemy szeroki opis fundamentalnych zagadnien rachunku
rézniczkowego, w tym definicje ciagtosci i wprowadzenie do definicji granicy rézniczkowania [19], ktéra
nastepnie zostata rozszerzona przez Weierstrassa. Po pracach Weierstrassa ostatecznie powszechne
stato sig¢ opieranie rachunku rézniczkowego na granicach zamiast na wielkosciach nieskorficzenie matych.

Bernhard Riemann wykorzystat te idee, aby sformalizowa¢ definicje catki opartg na granicy [20].

Pierwsze $lady pochodnej utamkowej mozna odnalezé w liscie Gottfrieda Wilhelma Leibniza
z 1695 roku, ktéry odpowiada na pytanie Guillaume'a de |'Hospitala co sie stanie, gdy rzad
rézniczkowania bedzie utamkowy [21]. Leibniz odpowiada, Zze doprowadzi to do paradoksu, ktéry

bedzie miat uzyteczne konsekwencje w przyszto$ci. Dwa lata pdzniej Leibnitz zauwaza réwniez, ze
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nieskonczony iloczyn Wallis'a, bedacy rozwinieciem wyrazenia 7/2, moze by¢ zapisany za pomoca

pochodnej utamkowego rzedu.

Kompletny rachunek rézniczkowo-catkowy utamkowego rzedu przedstawit dopiero w 1823 roku
Niels Henrik Abel, rozwigzujac problem tautochrony w jednym z swoich pierwszych dziet [22]. Abel
majac zaledwie 21 lat, zostat ojcem rachunku catkowego utamkowego rzedu. Publikacja zawierata
wszystkie elementy tego, co obecnie jest nazywane rachunkiem utamkowym. Abel wprowadzit catkowanie
utamkowego rzedu w postaci, ktéra jest obecnie znana jako catka utamkowa Riemanna-Liouville'a oraz
rézniczkowanie utamkowego rzedu w postaci, ktéra jest obecnie znana jako pochodna utamkowa Caputo.
Z nieznanych powodéw trzy lata pézniej Abel w swoim kolejnym artykule [23] uproscit rozwigzanie
problemu tautochrony i porzucit linie teoretycznego rozwoju rachunku utamkowego, do ktérego juz
nigdy nie powrdcit. Jego klarowne prace mogty by¢ jednakze inspiracja dla Liouville'a, ktéry w 1832 [24]
podjat pierwsze préby nadania logicznej definicji pochodnym utamkowym. Pierwsza formuta Liouville'a
pochodnej utamkowego rzedu dotyczyta funkgji, ktére s3 rozwijalne w szereg. Niestety dla tej formuty
rzad pochodnej utamkowej musiat by¢ tak dobrany, aby funkcja byta zbiezna. Druga formuta Liouvilla

zostata oparta o funkcje gamma Eulera. Niestety nie moze ona by¢ stosowana do szerokiej klasy funkgji.

Samouk Oliver Heaviside wprowadzit praktyczne zastosowanie utamkowych operatoréw réznicz-
kowych w analizie elektrycznych linii przesytowych okoto 1890 roku. Teoria i zastosowania rachunku
utamkowego znacznie sie rozwinety w XIX i XX wieku, a wielu autoréw podato rézne definicje po-
chodnych i catek utamkowych. W kolejnych rozdziatach przedstawione zostang definicje pochodnych
utamkowego rzedu oraz ich przydatno$¢ w naukach elektrycznych tj. elektromagnetyzmie i teorii obwo-

dow.

Rachunek rézniczkowo-catkowy przydatny jest do opisu i analizy wszelkiego rodzaju zjawisk
fizycznych. Jego sformutowanie utamkowego rzedu zyskato znaczna popularnoéé i znaczenie w ciagu
ostatnich dekad, gtéwnie dzigki zaletom i zastosowaniom w wielu réznorodnych i szeroko rozpowszech-
nionych dziedzinach nauki. Pochodne utamkowego rzedu, jak réwniez catki utamkowego rzedu dostar-
czaja uzytecznych narzedzi do modelowania matematycznego proceséw i zjawisk z pamiecig stanu.
Mnogos$¢ definicji pochodnych utamkowego rzedu sktania do blizszej analizy ich wtasciwosci, pod ka-
tem wykorzystania do modelowania réznorodnych zjawisk fizycznych. Rezultaty prezentowane w tym

rozdziale sg opublikowane w artykule [25], ktérego autor tej rozprawy jest wspétautorem.

2.1. Podstawowe definicje i wtasSciwosci pochodnych utamkowego rzedu niezbedne do

zastosowan w elektromagnetyzmie i teorii obwodéw

W tym rozdziale pracy przedstawiona jest podstawowa definicja pochodnej utamkowego rzedu
oraz wtasciwosci, ktére kwalifikuja wybrane definicje pochodnych do uzycia w modelowaniu systeméw

elektromagnetycznych czy tez obwoddéw elektrycznych.

W rachunku rézniczkowym i catkowym utamkowego rzedu bardzo wazna funkcje petni tzw.
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funkcja Mittaga-Lefflera definiowana szeregiem

o0

E,p(TA) = Z ak+ﬁ (2.1)

=0

gdzie a, B > 0 to jej parametry, a I' oznacza funkcje Gamma. Promien zbieznosci tego szeregu réwny
jest +o00, przy czym obowigzuje konwencja, ze jesli p = ak + [ jest niedodatnig liczbg catkowita, to
przyjmujemy 1/T'(p) = 0.

W literaturze istnieje wiele réznych podejs¢ do rachunku rézniczkowo-catkowego utamkowego
rzedu. Catka utamkowa i pochodna Riemanna-Liouville'a s3 podstawa, na ktérej bazuje wprowadzenie
do tematu. Dlatego tez od tej koncepcji warto rozpocza rozwazania w tej pracy. Catka Riemanna-

Liouville'a funkcji f : R — R jest zdefiniowana jako

JOf(t) = /f (t —7)* tdr (2.2)

gdzie @ > 0 jest rzedem catki, I' jest funqu Gamma, a a jest ustalonym punktem bazowym. Jesli
punkt bazowy nie jest okreslony to domyslnie jest on réwny —oo. Na podstawie tej definicji, pochodna

Riemanna-Liouville'a rzedu « jest przedstawiona jako

RLDS(t) = DIE (1), (2.3)

Witasnosdci catek i pochodnych utamkowego rzedu Riemanna-Liouville'a s3 doktadnie wyjasnione
w klasycznych monografiach, np. ([26], [1], [27]). Punkt bazowy a catki utamkowej J* jest waznym
parametrem, ktéry znaczaco wptywa na sposéb, w jaki operator J dziata na funkcje. Warto$¢ a
moze by¢ w rzeczywisto$ci wybrana w sposéb dos$¢ arbitralny. Stad jest to jeden z probleméw,
ktére nalezy doktadnie rozwazyé podczas tworzenia modeli matematycznych utamkowego rzedu
w elektromagnetyzmie [28], [29] czy teorii obwoddw [12, 13, 14]. Kolejng niedogodnoscia zwigzang
z catka Riemanna-Liouville'a (2.2) ze skofczonym punktem bazowym jest to, ze nie odwzorowuje
ona funkcji okresowych na funkcje okresowe i wykfadniczych na wyktadnicze (doktadne wzory mozna
znalez¢é w tabeli 9.1 w [1]). Wybdr punktu bazowego ¢ = —oo nie wyznacza zadnego dowolnego
momentu w czasie, co jest dobra wiasciwoscia, lecz wymaga, aby funkcje byty zdefiniowane i catkowalne
w nieograniczonej dziedzinie (f € LP(R') dla 1 < p < 1/a — patrz dyskusja na poczatku rozdziatu 2
w [1]). Taki wybér punktu bazowego a = —oo naturalnie dziata np. w przypadku utamkowych uogélnieri
réwnania Schrodingera [30]. Niestety oznacza to, ze funkcje takie jak state i funkcje sinus/cosinus
znajduja sie poza dziedzing utamkowego rézniczkowania Riemanna-Liouville'a z punktem bazowym
a = —o0 . Istnieja jednak dwa $cisle powigzane podejscia, ktére uogdlniaja rézniczkowanie Riemanna-
Liouville'a z punktem bazowym a = —oo , tj. pochodna Weyla zdefiniowana dla funkcji okresowych
(patrz rozdziat 19 w [1]) oraz pochodna Marchaud (patrz rozdziat 5.4 w [1] i rozdziat 1.3.1 w [31]).
Oba podejscia s3 opisane i omdwione, réwniez z perspektywy historycznej, w artykule [32]. Skupimy
sie teraz na definicji Marchaud, poniewaz jest ona bardziej ogdlna i moze by¢ stosowana nie tylko do

funkgcji okresowych. Pochodna Marchaud rzedu « € (0, 1) jest zdefiniowana jako

apy O i -ft-n, _ « b - ()
b f(t)_ru—a)/o e ¥ /_oo (t—7)'* I (24)
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Wozory (2.3) i (2.4) przedstawiaja dwie rézne definicje pochodnej utamkowej, ktére generalnie nie s3
sobie réwnowazne. W dalszej czesci pracy pochodne utamkowego rzedu bedziemy rozpatrywac w sensie
wzoru (2.4). Nalezy tu wspomnieé, ze pochodna Marchaud mozna réwniez zdefiniowaé dla « > 1 (patrz
rozdziat 5.5 w [1]).

Zanim jednak przejdziemy do omawiania pochodnej Marchaud, zdefiniujmy wtasciwosci, ktére
muszg zostal spetnione, aby mdc zastosowaé pochodne utamkowego rzedu w elektromagnetyzmie
i teorii obwoddéw. W literaturze przedmiotu mozna znalezé kilka préb zdefiniowania wtasciwosci
pochodnych utamkowych, ktére powinny byé spetnione w zastosowaniach fizycznych [33, 34, 35].
W szczegélnosci zauwazono, ze spetnienie pewnych wtasciwosci jest niezbedne do wykorzystania
pochodnych niecatkowitego rzedu w naukach elektrycznych [28, 36]. Sformutujmy zatem zbidr
wtasciwosci niezbednych do tego, by pochodne utamkowego rzedu stosowaé w elektromagnetyzmie
i teorii obwoddéw.

Na wstepie zaktadamy, ze rozwazane funkcje musza by¢ wystarczajaco regularne (wystarczajaco
gtadkie), aby zastosowaé operator utamkowego rzedu D% (a > 0). Ponadto, funkcje powinny by¢
wystarczajaco gtadkie, aby sekwencja pochodnych D, i Df* byta zamienna, tzn. D,D* = Dy D,
(w praktyce wystarczy zatozyé, ze rozwazane funkcje powinny byé klasy C2). Rozwazmy funkcje
f(t) zdefinowana w catym zbiorze liczb rzeczywistych dla ktérej dwustronna transformacja Laplace’a

zdefinowana jako .
foctron= [ rwear (25)

jest identyczna do jednostronnej transformaty Laplace’a okreslonej jako

A~ +OO
=iy = / f(tyestdt (26)

dla funkcji przyczynowej (f(t) = 0 for t < 0).
W pracy [25] uzasadniono, ze zastosowanie pochodnych czasowych utamkowego rzedu

w naukach elektrycznych wymaga spetnienia nastepujacych wtasciwosci:

1. Tozsamosé

DOf(t) = f(1). (2.7)
2. Zgodnos$¢ z pochodna catkowitego rzedu
« da
Def(t) = dt—af(t), aeN. (2.8)
3. Zgodnos¢ z catka catkowitego rzedu
D f(t) = / - -/f(t)dat, aeN. (2.9)
4. Liniowos¢
D(af(t) + bg(t)) = aD*f(t) + bDg(t). (2.10)
5. WHtasciwosé potgrupy
DDPf(t) = DPDf(t) = D**Pf(t), «a,B€R. (2.11)
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WHtasciwos¢ potgrupy czasami walidowana jest z dodatkowymi zatozeniami a, 8 < 0 lub 0 <
a, B,a+ B < 1. Jak zauwazono w [37], warunek (2.11) moze nie by¢ spetniony dla szeroko stoso-
wanych definicji pochodnych utamkowego rzedu. Brak tej wtasciwosci prowadzi do sprzecznosci
rezultatéw wyprowadzen réwnan dyfuzyjno-falowych w dziedzinie czasu i czestotliwoéci, co jest
analizowane w Sekcjach 3.2 i 3.5 niniejszej pracy.

6. Niezmienniczos¢ funkcji trygonometrycznych
D™t = (yw)*elt (2.12)

gdzie ) = v/—1. Dziedzina zespolonej funkcji wyktadniczej s — s* jest dobrana tak, aby zawierata

prawg pdtptaszczyzne zespolong s > 0. Zatem
() = || eresen ()3, (2.13)

WHtasciwo$¢ ta jest niezbedna do przeprowadzenia analizy fazorowej w elektromagnetyzmie
i teorii obwoddéw, czyli analizy w dziedzinie czestotliwosci przy zatozeniu monochromatycznego
pobudzenia.
7. Pochodna funkcji statej
D% =0 (2.14)

gdzie ¢ = const oraz a > 0. Wtasciwo$¢ ta wynika z niezmienniczosci funkcji trygonometrycznych,

poniewaz (2.14) wynika z (2.12) kiedy w = 0.

2.2. Podstawowe definicje pochodnych utamkowego rzedu

Zrédta literaturowe proponuja wykorzystanie pochodnych utamkowego rzedu w modelowaniu
i symulacji zjawisk fizycznych. Jednakze odwotuja sie one do réznych definicji pochodnych utamkowych.
Niektére definicje pochodnych utamkowego rzedu s3 dobrze ugruntowane, podczas gdy niektére z nich
zostaty wprowadzone catkiem niedawno. Oméwiona zostanie tutaj stosowalnoé¢ kluczowych definicji
z punktu widzenia modelowania i symulacji w naukach elektrycznych. Motywacja do badan jest
niejednoznaczno$¢ definicji pochodnej utamkowego rzedu, ktérej wtasciwosci czasami wykluczaja ja
z tych zastosowan. Ostatnio pojawity sie nawet opinie kwestionujace przydatno$é pochodnych i modeli
utamkowego rzedu w elektrotechnice i inzynierii [28, 37, 29]. Taka dyskusja w literaturze sugeruje,
ze proponowana analiza wtasciwosci pochodnych utamkowego rzedu jest obecnie konieczna i pokazuje
aktualnod¢ tematu tej rozprawy doktorskiej.

Dla funkcji f: R — R, tj. zdefiniowanej na osi liczb rzeczywistych, definicje pochodnych
utamkowego rzedu maja lewo- i prawostronne wersje. W dalszych rozwazaniach rozpatrywana bedzie
tylko lewostronna. Podejscia te s3 symetryczne przy czym lewostronna wersja operuje na czasie
przesztym, zatem jest bardziej adekwatna do modelowania proceséw przyczynowych (fizycznych). Warto
zauwazy¢, ze obie pochodne Riemanna-Liouville'a oraz Caputo s3 zdefiniowane z uzyciem punktu

bazowego. Klasyczne podejécie zaktada, ze punkt bazowy a € R jest skonczonga liczbg, ale definicje
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moga by¢ takze rozszerzone do a = —oo. Zazwyczaj, ze wzgledu na zatozenie przyczynowosci, przyjmuje

sie a = 0 oraz ogranicza dziedzine funkcji f do przedziatu [0, +00).

2.2.1. Definicja Riemanna-Liouville'a

Dla zachowania spéjnosci wywodu przypomnijmy, ze catka Riemanna-Liouville'a definiowana
jest jako

JEF(t) = ﬁ / ()t — 7)o ldr (2.15)

gdzie a > 0 to rzad catkowania, I' jest funkcjg Gamma oraz a jest okreslonym punktem bazowym.

Zatem, pochodna Riemana-Liouville’a rzedu a € (n — 1, n) zdefiniowana jest jako
rL DG f(t) = D" J =" f(1). (2.16)

Pochodna Riemanna-Liouville'a nie spetnia wtasciwosci (2.11) oraz (2.12). Wtasno$¢ péigrupy spetniona
jest tylko w ograniczonym zakresie tzn. dla «, 8, a4+ € (0, 1). Wtasno$¢ péigrupy dla catki Riemanna—
Liouville'a oméwiona jest w rozdziale 3.2 w [33]. Niektére kontrprzyktady (zwiazane z utamkowymi
réwnaniami rézniczkowymi) sg przedstawione w [38] (Przyktad 6.2 Uwaga 5). Warunki sktadania
pochodnych w sensie Riemanna-Liouville'a lub Caputo s3 rézne dla tych dwdch operatoréw pochodnych.

Przyktadowo, gdy f(t) = c, gdzie c jest dowolng statg oraz v = 3,8 =1
1 1 3
CD()2 CDOC = CD026 =0. (217)
Jednakze,

=3
ct2

L(3)

1 3
1 L 3
0= rrD§reDoc# reDic =

(2.18)

Dla kolejnego przyktadu, punkt bazowy a = 0 prowadzi do pochodnych funkcji sinus i cosinus, ktére
nie s3 funkcjami elementarnymi ([39] Propozycja 11, 12)
(o t_(y
rr D sin(wt) = - (Er1—a(gwt) + E11—a(—jwt)) (2.19)
t*OL
2

rr D cos(wt) = (Br1—a(gwt) — E11—a(—jwt)) . (2.20)

Transformata Laplace’a pochodnych utamkowego rzedu o (o € [n — 1,n) gdzie n € N) dla
funkgcji f: [0,400) — R moze by¢ obliczona jako [31] (wzér (1.85))

Clan DS F(0)} = sLLF0)} — 3 s D" £(0)] oo, (2.21)

k=0

2.2.2. Definicja Caputo

Pochodna Caputo jest zdefiniowana podobnie do pochodnej Riemanna-Liouville'a (2.16), ale

z odwrotnga kolejnoscia catkowania utamkowego rzedu i operatora pochodnej catkowitego rzedu

eDgf(t) = J; D" f(1) (2.22)
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gdzie a € (n—1,n). Mozliwe jest takze zdefiniowanie pochodnej Caputo w oparciu o catke Riemanna-—
Liouville'a ([31] wzér (1.12) lub [27] wzér (2.4.1)) jako

n—1

DSt = niDg [f(t) Sy L <o>] (2.23)

k=0

gdzie ¢ D¢ jest pochodna Caputo i gy, D¢ jest pochodna Riemanna-Liouville'a z tym samym punktem
bazowym a = 0. Definicje (2.22) oraz (2.23) s3 réwnowazne dla funkcji f klasy C™, poniewaz definicja
(2.23) formalnie wymaga tylko istnienia (n — 1)-tej pochodnej w sasiedztwie punktu bazowego a = 0.
Wzér (2.23) zastosowany do funkcji f(t) = sint dla a € (0, 1) wskazuje, ze wtasciwos¢ (2.19) jest
takze spetniona dla pochodnej Caputo z punktem bazowym a = 0. Zatem pochodna Caputo nie spetnia
warunku (2.12). Szczegdtowe formuty zawarte s3 w [39] (Propozycja 11 oraz 12). Ponadto, wtasnos¢
p6tgrupy (2.11) nie jest ogdlnie poprawna dla tej definicji, patrz [38] w szczegdlnosci Przyktad 6.1.
Transformata Laplace’a pochodnej utamkowego rzedu Caputo dla rzedu « € (n — 1,n] (gdzie n € N)
z funkcji f: [0,+00) — R moze by¢ obliczona jako [31] (wzér (1.88))

LLeD ()} = s*L{f @)} — 3 5110 0), (2.24)
k=0

2.2.3. Definicja Liouville'a-Caputo

Pochodna Liouville'a—Caputo jest zefiniowana jako pochodna Caputo z punktem bazowym

a = —oo (patrz wzér (49) w [40])

Df(t) = JI D f(t) = ﬁ/_ (t—7)"~*"'D"f(r)dr (2.25)

gdzie @ > 0 jest rzedem catkowania, @ € (n — 1,n) dlan € N.
Whasciowo$¢ niezmienniczosci funkgji trygonometrycznych (2.12) jest zachowana, co moze by¢

bezposrednio zweryfikowane przez wzér 5 z tabeli 9.2 w [1]. Czyli wzory

J8(sinwt) = w ™ sin(wt — 5%) (2.26)
J?(coswt) = w? cos(wt — ﬁg) (2.27)

s spetnione dla w > 0 i 8 € (0,1). Zauwazmy, ze dla n € N, otrzymamy

D" sin(wt + ¢) = w" sin(wt + ¢ + ng) (2.28)
D" cos(wt + ¢) = w" cos(wt + ¢ + ng) (2.29)

Dla a > 0 oraz w > 0 otrzymamy
D%(coswt + gsinwt) = J" D" (coswt + gsinwt) = (2.30)

W™ I (cos(wt + ng) + gsin(wt + ng)) =

w*(cos(wt — ag) + gsin(wt — ag)) = (Jw)¥e™t.
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Podobne wyprowadzenia moga by¢ uzyskane dla w < 0. Mozna zauwazy¢, ze dla pochodnej Liouville'a-
Caputo, wtasciwosci funkcji trygonometrycznych (2.12) s3 takze prawdziwe dla w = 0. Generalnie,
wiasciwo$¢ potgrupy (2.11) nie jest spetniona dla pochodnej Liouville'a—Caputo. Zauwazmy, ze dla
funkcji f: R — R, gdzie f(t) = 0 dla t < 0, pochodna Liouville'a-Caputo pokrywa sie z pochodna
Caputo (zdefiniowana w Sekcji 2.2.2), z punktem bazowym a = 0. Dlatego, dla kazdego przyktadu

wspomnianego w Sekcji 2.2.2, gdzie
cD§eDg f(t) #c D7 (1), (2:31)

otrzymamy
cDEDP f(t) £c D £(1). (2.32)
W (2.31), ¢ D§ oznacza pochodng Caputo z punktem bazowym a = 0. Zatem, w ogdlnosci, wtasnosé

potgrupy (2.11) nie jest prawdziwa dla pochodnej Liouville'a-Caputo.

2.2.4. Definicja Liouville'a

W literaturze (patrz [1] wzory (5.6) oraz (5.7), a takze [35, 39]) pochodna Riemanna-Liouville'a

z punktem bazowym a = —oo okre$lona jest jako pochodna Liouville'a. Rozwazmy jej definicje

D f(t) = D”ﬁ/_ f) =) tdr (2.33)

gdzie a > 0 jest rzedem catkowania oraz « € (n — 1,n) dla n € N. Definicja wymaga, aby istniata
prawostronna catka w réwnaniu (2.33). Mozna zatozy¢, ze funkcja f zanika w —oo wystarczajaco szybko
(np.dlaa € (0,1), f € LP(RY), gdzie 1 < p < 1/(n—a)). Rozwazajac funkcje okresowe, ktérych catka
w okresie jest réwna zero, catka taka istnieje w sensie Riemanna dla kazdej o > 0 (oraz jest warunkowo
zbiezna). Przypadek funkcji okresowych nawiazuje do konceptu tzw. pochodnej Weyla (patrz Rozdziat
19 w [1]). Dla @ € (0,1) oraz funkcji, ktére sa wystarczajaco dobre (np. rézniczkowalne w sposéb
ciagty oraz zanikajace w —oo wystarczajaco szybko), definicja ta jest réwnowazna definicji pochodne;
Marchaud. Réwnoczesnie, pochodna Marchaud jest bardziej ogélna, poniewaz nie wymaga zanikania
funkcji w —oo (patrz Rozdziat 5.4 w [1]). Wtasciwosci funkgji trygonometrycznych (2.12) moga by¢
sprawdzone podobnie jak w sekcji powyzej 2.2.3, tj., réwnania (2.26) oraz (2.27) dla 8 = n — «

powinny byé n-razy rézniczkowalne, aby uzyska¢ pochodng Liouville’a rzedu «
D%(coswt + gsinwt) = (2.34)
D™w* ™" (cos(wt — (n — a)g) + gsin(wt — (n — a)g) =
w*(cos(wt — ag) + gsin(wt — ag) =
wreltel® s = (Jw) et

dla kazdej wartoséci o > 0. Przypadek w < 0 moze by¢ rozwigzany w podobny sposéb. Warto réwniez
zauwazy¢, ze dla w = 0 (co odpowiada funkcji statej), niezmienniczo$¢ funkcji trygonometrycznych

(2.12) nie jest zachowana, poniewaz catka ffoo(t — 7)"~2~1dr nie istnieje.
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Zauwazmy, ze dla funkcji f: R — R, gdzie f(t) = 0 dla ¢t <0, pochodna Liouville'a pokrywa
sie z definicja pochodnej Riemanna-Liouville’a (definicja zawarta w Sekgji 2.2.1) z punktem bazowym

a = 0. Dlatego tez, dla kazdego przyktadu wspomnianego w Sekcji 2.2.1, oraz tam gdzie

RLDgRLDgf(t) #RI Dngﬁf(t), (2.35)

otrzymamy
re DR D f(t) #rr DFP (). (2.36)

Tutaj, rrD§ oznacza pochodna Riemanna-Liouville’a z punktem bazowym a = 0. Zatem wtasno$é

potgrupy (2.11) nie jest zachowana dla pochodnej Liouville'a.

2.2.5. Definicja Marchaud

Dla rzedu rézniczkowania « € (0, 1), pochodna Marchaud okre$lona jest jako

o Foo — -7
Daf(t):r(l_a)/o ) Tl{(j Jdr. (2.37)

Definicja ta jest réwnowazna definicji pochodnej utamkowego rzedu Liouville'a (o € (0,1))
dla klas funkcji wystarczajaco regularnych z odpowiednim zachowaniem w —oo, co szczegbtowo
przedstawiono w [1] (Rozdziat 5.4). Oprécz tego wystepuja bardzo wazne réznice pomiedzy tymi
definicjami. Definicja pochodnej utamkowej Marchaud moze by¢ obliczona dla duzo szerszej klasy
funkcji niz definicja pochodnej utamkowej Liouville’a, w szczegdlnosci dla funkcji statych. Dodatkowo,
rozszerzenie definicji Marchaud dla a@ > 1 jest rézne od tego dla definicji Liouville'a. Rozszerzenie
definicji Marchaud dla o > 1 moze by¢ sformutowane w dwéch kierunkach ([1] Rozdziat 5.5, [31]
Rozdziat 1.3.1, oraz [32] z perspektywy historycznej). Przede wszystkim, kiedy o € (n — 1,n) oraz
n € N, wtedy

+o00 f(n—l) (t) _ f(n—l)(t _ ,7_)
7—1+{a}

D*f(0) = D) = A

gdzie {a} = a — (n — 1), oraz f jest funkcja wystarczajaco gtadka, np. f € C" 1(R) z ograniczona

dr (2.38)

funkcja £~ Inne podejécie zaktada zamiane w liczniku réznicy pierwszego rzedu w (2.37) na réznice

n-tego rzedu A” f(t)

+oo n
DUf(t) = ¢ /0 ATq{ff)dT (2.39)

dla odpowiedniej statej ¢ > 0. Takie podejsScie nie wymaga zadnych zatozen dotyczacych rézniczkowal-
nosci funkcji f.
Przedstawmy teraz kilka najwazniejszych wtasnosci pochodnej Marchaud D f, przydatnych
w dalszych rozwazaniach.
= Jesli f(t) jest wystarczajaco dobra (tj. f € C*(R) i f'(t) znika w nieskoficzonosci jak [¢|*~1—¢
dla pewnego dodatniego ¢ > 0), to pochodne Marchaud i Riemanna-Liouville'a pokrywaja sie

([1], rozdziat 5.4).
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= Jedli f : R — R jest ograniczona i lokalnie spetnia warunek Héldera z wyktadnikiem A > a,
to istnieje pochodna Marchaud funkgcji f ([1], Sekcja 5.4). Nalezy zauwazyé, ze ten przypadek
obejmuje funkcje sin(wt), cos(wt) i e, W rzeczywistoéci wystarczy, aby funkcja f byta
ograniczona na wszystkich przedziatach (—oo,a] C R dla a € R.

» Pochodne rzedu a funkcji wykfadniczej et (gdzie s = o + jw, o,w € R, 0 > 0) i funkcji

wyktadniczej et (gdzie w € R) mozna wyznaczyé (por. wiersze 4 i 5 w tabeli 9.2 w [1]) jako
D%t = s%est (2.40)

DOt = (u)® e, (2.41)

Nalezy zauwazyé, ze w przypadku gdy o < 0 w (2.40), pochodna utamkowa D%e%! nie jest
zdefiniowana dla punktu bazowego ustawionego na a = —oo, poniewaz catki podane przez (2.2)
i (2.4) sa rozbiezne. W przedstawionych wynikach wykorzystujemy jedynie wtasno$¢ (2.41), ktéra
jest wnioskiem z (2.40) dla ¢ = 0.

= Pochodna Riemanna-Liouville'a D® dana wzorem (2.3) nie jest zdefiniowana dla funkcji statej
f(t) = C, podczas gdy pochodna Marchaud daje D*C = 0.

= Definicja pochodnej Marchaud (2.39) jest réwnowazna definicji Griinwalda—Letnikova, ktéra
opisano w Sekcji 2.2.6 (dla szerokiej klasy funkcji, zawierajacych takze funkcje periodyczne oraz
funkcje LP(R) dla p € [1,400) — patrz Twierdzenia 20.2 oraz 20.4 w [1]). Poréwnanie obydwu
definicji opisane jest szczegbtowo w [41].

= Pochodna Marchaud spetnia wtasnos¢ pétgrupy, tj. DPDf(t) = DB f(t) dla o, 3 > 0 i dla
funkcji f, gdzie pokrywa sie ona z definicja Griinwalda-Letnikova (patrz dyskusja na koncu

rozdziatu 4 w [32]).

2.2.6. Definicja Griinwalda—Letnikova

Pochodna Griinwalda—Letnikova rzedu o > 0 okreslona jest formuta ([1] wzér (20.7))

(oo}

DUF(E) = lim S (™ (;)f(t—mh) (2.42)

gdzie (&) = W Definicja ta spetnia warunki (2.11) ([42] Rozdziat 2.6.1) oraz (2.12) ([42]
wzér (2.65)). Warto zauwazyé, ze pochodna Griinwalda-Letnikova jest szczegdlnym przypadkiem
(© =1, 6(a) = ) pochodnej Ortigueiry-Machado (patrz rzad 1 w tabeli 1 w [43]).

Bilateralna transformacja Laplace’a pochodnej rzedu o € (n — 1,n) (gdzie n € N) funkgji

f:+ R — R moze by¢ obliczona jako [42] (sekcje 2.7.3 oraz 2.8)
L{D*f(t)} = s“L{f(t)}, Rs > 0. (2.43)

Jak byto wspomniane wczesdniej, definicja Griinwalda-Letnikova jest réwnowazna definicji

Marchaud dla szerokiej klasy funkcji. Bardziej szczegbtowo, definicja Marchaud w sensie (2.39) jest
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réwnowazna definicji pochodnej Griinwalda-Letnikova. Zatem spetnia obydwa warunki (2.11) oraz

(2.12). Prowadzi to wiec do obserwacji, ze definicja (2.38) okreslona poprzez réwnanie potgrupy
Daf(t) _ Dozf(nfl)anlf(t)

jest réwnowazna definicji (2.39) (dla funkcji wystajczajaco gtadkich). Zatem mozna podsumowaé, ze

definicja Marchaud w kazdej z dwéch powyzszych wersji spetnia warunki (2.11) oraz (2.12).

2.2.7. Pochodne nieklasyczne

Niedawno pojawity sie prace, ktére odnoszg sie do pewnych pochodnych z klasy pochodnych z
jadrami niesingularnymi (Caputo-Fabrizio, Atangana-Baleanu i Atangana-Koca-Caputo) oraz do lokalnej
pochodnej utamkowej (tzw. pochodnej konformalnej).

Definicje tych pochodnych przedstawiono ponizej. Szczegdty i dalsze odniesienia zaprezentowa-
no w [44] (pierwsze dwie pochodne wystepuja pod nieznacznie réznigcymi sie nazwami, tj. odpowiednio
jako Caputo—Fabrizio—Caputo i Atangana-Baleanu-Caputo). Zaktadajac, ze a > 0ia € (n—1,n) dla
pewnego n € N wystepuja w nastepujacych definicjach:

» Caputo—Fabrizio (z punktem bazowym ustawionym na 0)
n—a

Df(t) = M(a)/o e = D () dr (2.44)

gdzie M («) jest pewnym wspdtczynnikiem normalizujacym.

» Atangana-Baleanu (z punktem bazowym ustawionym na 0)

Def(t) = B(a) /Ot E, (—oz(t_T)a> D" f(r)dr (2.45)

n—a n—a
gdzie E, oznacza (jednoparametrowa) funkcje Mittaga—Lefflera, a B(«) jest pewnym czynnikiem

normalizujacym.

= Atangana—-Koca—Caputo dla o € (0,1) (z punktem bazowym ustawionym na 0)

1 t (073 [0
o / B2 (—g(a)(t — 1)*)Df(r)dr (2.46)

Def(t) =
gdzie E,  oznacza dwuparametrowa funkcje Mittaga—Lefflera, a g(a) jest pewnym czynnikiem
normalizujacym.

= Pochodna konformalna (ang. conformable derivative)

Docf(t) = lim f(t + etlia) — f(t) )

e—0 €

(2.47)

Definicje te wydaja sie bardzo atrakcyjne ze wzgledu na pewne zalety w poréwnaniu z klasycznymi
definicjami pochodnych utamkowego rzedu. Mianowicie jadro niesingularne sugeruje dostep do
szybszych i doktadniejszych metod numerycznych (metody numeryczne zwykle traca swoja doktadnosé
w przypadku osobliwosci), podczas gdy definicje lokalne moga byé uzywane do budowania modeli bez

efektéw pamieci (co réwniez sprawia, ze rozwigzania numeryczne s3 znacznie fatwiejsze do wdrozenia,
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poniewaz nie wymagaja wielu zasobéw, aby umozliwi¢ zagladanie w przesztos¢). Nalezy jednak
zauwazyé, ze ostatnio kilka prac kwestionowato, czy takie operatory powinny by¢ uwazane za nalezace
do rodziny pochodnych utamkowego rzedu. Na przyktad Tarasov wprowadza w [45] zasade nielokalnosci
dla pochodnych utamkowych. Zasada ta gtosi, ze jesli pewne réwnanie rézniczkowe utamkowego rzedu
mozna wyrazi¢ za pomoca jakiego$ innego réwnania rézniczkowego catkowitego rzedu, to pochodna
utamkowa nie moze by¢ uwazana za nielokalng, stad (jak méwi autor) ,,nie moze by¢ uzywana do opisu
proceséw i systeméw z nielokalnoécia i pamiecia”. Nastepnie wykazano, ze lokalna definicja pochodnej
konformalnej nie spetnia zasady nielokalnosci. Jednak bardziej zaskakujacy fakt mozna zaobserwowaé
dla definicji Caputo-Fabrizio rzedu o € (0,1) zdefiniowanej przez pewna catke, ktéra réwniez nie
spetnia zasady nielokalno$ci. Wykazano, ze pewne liniowe réwnanie rézniczkowe z pochodna Caputo-
Fabrizio jest w rzeczywistosci réwnowazne odpowiedniemu réwnaniu rézniczkowemu pierwszego rzedu.
Powyzsza réwnowazno$¢ jest wazna tylko dla funkcji, ktére sa wystarczajaco regularne, ale wydaje sie
by¢ dobrym powodem, aby uznaé takie pochodne za nic wiecej niz operatory rézniczkowe catkowitego
rzedu. Inne argumenty zwigzane z ta dyskusja mozna znalezé w [46, 47, 48]. Zarzut podniesiony
przeciwko powyzszym definicjom polega na tym, ze s3 one definiowane jako operatory catkowe z jadrami
niesingularnymi (jak stwierdza autor w [49]: “Pochodne utamkowego rzedu zdefiniowane przez jadra
ciagte sa zbyt restrykcyjne”). W przypadku wszystkich pochodnych z jadrami niesingularnymi (np.
Caputo-Fabrizio, Atangana-Baleanu i Atangana-Koca-Caputo) obserwuje sie, ze ich uzycie w niektérych
naturalnych problemach poczatkowych prowadzi jedynie do trywialnych rozwigzan [49, 50]. Z drugiej
strony, w [51] zaproponowano alternatywna forme warunkéw poczatkowych, aby przezwyciezyé te
trudnosci. Niemniej jednak, jak wspomniano w [34], zadna z pochodnych Caputo—Fabrizio i Atangana—
Baleanu nie spetnia wtasnosci pétgrupy (2.11) w petnej ogdlnosci.

Podsumowujac, nalezy zauwazy¢, ze zaprezentowane koncepcje pochodnej utamkowej nie
s3, jak dotad, jedynymi. Lista réznych podej$¢ do rachunku utamkowego jest bardzo dtuga. Nalezy
tu wspomnie¢ o niedawnych pracach [35], [33], [34], ktére dokonuja przegladu réznych koncepcji
pochodnych utamkowych, podajac warunki klasyfikacji operatoréw do klasy pochodnych utamkowych
lub catek utamkowych. W dalszej czesci bedziemy méwié¢ o wielowymiarowym rachunku utamkowym
(patrz [1], rozdziat 5). Czastkowe pochodne utamkowe s3 naturalnymi rozszerzeniami pochodne;
jednowymiarowej, wiec nie bedziemy tutaj przedstawiaé doktadnych definicji. Co wiecej, zatozymy, ze
wszystkie funkcje f : R x V' — R i pola wektorowe F : R x V' — R3 charakteryzuja sie odpowiednia
gtadkoscia dla pewnej objetosci V' C R3. Bezpiecznym zatozeniem jest to, ze wszystkie naleza do
przestrzeni C3(R x V'), co oznacza, ze pochodne trzeciego rzedu istnieja i sa ciagte. Oznacza to, ze
rézniczkowanie jest przemienne, wtaczajac pochodna utamkowa po czasie (patrz dyskusja w [1], Sekcja
24.2). Ponadto zaktada sie réwniez, ze f(-,x,y,z) jest ograniczona dla wszystkich (z,y,2) € V na

przedziatach (—o00,a] C R, dla a € R.
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3. ZASTOSOWANIE POCHODNEJ MARCHAUD W ELEKTROMAGNETY-
ZMIE | TEORII OBWODOW

Pomimo licznych publikacji zwigzanych z modelowaniem obwodéw elektrycznych utamkowego
rzedu [52], [12], [13], [14], w dalszym ciagu brakuje solidnych fundamentéw teoretycznych gwarantu-
jacych poprawnos¢ takiego podejscia. Klasyczna teoria obwodéw opisuje réwnania komponentéw dys-
kretnych (tj. rezystoréw, kondensatoréw czy cewek) wychodzac z quasi-statycznej (QS) aproksymacji
réwnan Maxwella [53], [54], [55], [56]. W rezultacie wyprowadzone sa nie tylko réwnania elementéw
dyskretnych, ale takze warunki pozwalajace na zastosowanie aproksymacji w postaci modelowania obwo-
dowego. Do niedawna takich warunkéw nie sformutowano dla modeli obwodéw z elementami opisanymi
réwnaniami rézniczkowo-catkowymi utamkowego rzedu. Dyskusja w literaturze [29], [28] pokazuje, ze
konieczne jest spdjne i przejrzyste wyprowadzenie zasad modelowania i analizy obwodéw utamkowego
rzedu, majace zrédto w teorii elektromagnetyzmu. Stad pilnie potrzebne sa badania zwigzkéw miedzy
elektromagnetyzmem utamkowego rzedu a teorig obwoddw utamkowego rzedu. W pracy [57] elementy
skupione identyfikowane sa poprzez réwnania Maxwella utamkowego rzedu na podstawie impedancji
charakterystycznej uktadu elektromagnetycznego. Jednak takie podejscie nie wykorzystuje poje¢ na-
piecia i pradu, ktére s3 typowe dla teorii obwodéw. W pracy [58] réwnania elementéw skupionych sa
wyprowadzane na podstawie réwnan Maxwella dla o$rodka opisanego przez model utamkowego rzedu
przy zatozeniu, ze kondensator utamkowego rzedu sktada sie z dwéch réwnolegtych ptyt przewodza-
cych, cewka utamkowego rzedu jest toroidalng ramg o prostokatnym przekroju, a rezystor utamkowego
rzedu jest cylindryczny. Jednakze te wyprowadzenia nie s poparte analiza btedéw wynikajacych z za-
stosowanych przyblizen geometrii elementéw obwodéw. Dlatego, badajac ten temat, warto zaczaé od
wprowadzenia przyblizen quasi-statycznych réwnan Maxwella w osrodkach z konstytutywnymi relacjami
utamkowego rzedu. Na tej podstawie mozna wyprowadzi¢ réwnania utamkowego rzedu dla elementéw
skupionych, ktére s3 poparte przyblizonymi warunkami stosowalnosci. Rozwazmy symetryczne réwnania

Maxwella w dziedzinie czasu

VD =pe (31)
OB
VXE——E—M (32)
V-B=pnm (33)
oD

gdzie E oraz H oznaczaja kolejno natezenie pola elektrycznego i magnetycznego, D oraz B oznaczaja
kolejno gesto$¢ strumienia pola elektrycznego i magnetycznego, J oraz M oznaczaja kolejno gestoséé
pradu elektrycznego i magnetycznego, p. oraz p,, oznaczaja kolejno gesto$¢ tadunku elektrycznego
i magnetycznego. Wszystkie te wielkosci fizyczne sa funkcjami potozenia r i czasu t. Jednak dla

zwieztosci te argumenty funkcji sa pomijane, jesli nie wprowadza to btednej interpretacji. Chociaz prad
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magnetyczny M i fadunek magnetyczny p,, nie sa wielko$ciami fizycznie realizowalnymi, mozna stosowa¢
je jako narzedzia matematyczne w analizie zagadnien promieniowania i rozpraszania [59]. Aby rozwigzaé
(3.1)—(3.4), potrzebne sa dodatkowo relacje konstytutywne, ktére wiaza natezenia (tj. pola wektorowe
E oraz H) ze stumieniami (tj. polami wektorowymi D oraz B). Rozwazmy osrodki liniowe, jednorodne
i izotropowe. Gesto$¢ pradu elektrycznego J jest suma pradu zrédtowego J; i pradu przewodzenia J.,
to jest

J=J,+1J.. (3.5)

Analogicznie mozna réwniez wprowadzi¢ gesto$¢ pradu magnetycznego jako
M = M; + M.. (3.6)

W nastepnych rozdziatach przedstawiono klasyczny sposéb uzyskiwania réwnan w przestrzeni stanu dla

rownan Maxwella catkowitego oraz utamkowego rzedu.

3.1. Réwnania Maxwella w osrodkach opisanych przez modele catkowitego rzedu

Rezultaty prezentowane w tej i nastepnej sekcji sa opublikowane w artykule [60],
ktérego autor tej rozprawy jest wspotautorem. Rozwazmy réwnania Maxwella w osrodkach
opisanych przez modele catkowitego rzedu. W szczegdlnosci rozwazmy przypadek mediéw o parametrach
niezaleznych od czasu i punktu w przestrzeni. Zatézmy, ze D = ¢E, B=uyHorazJ, = 0. E, M, = 0, H
(gdzie € oraz p oznaczaja kolejno przenikalno$¢ elektryczng i magnetyczna oérodka, podczas gdy o,
oraz o, oznacza kolejno jego przewodno$¢ elektryczng i magnetyczna). Mozna wiec zapisaé (3.2) oraz

(3.4) jako:

H

VxE= —ua— —omH — M; (3.7)
ot
E

v xH:e%—t—i—aeE—i—Js. (3.8)

Zakfadajac, ze wektory E = [E,,E,,E.]T, H = [H,,H,,H,]T, J; = [Jsu, sy, Js:]T, My =
(M, My, Ms.]T s3 opisane we wspétrzednych kartezjariskich, mozna zapisa¢ (3.7)—(3.8) w skréconej

formie

(3.9)

ktéra nasladuje réwnania przestrzeni stanu znane z inzynierii sterowania. Dyskretyzujac (3.9) przestrzen-
nie z wykorzystaniem siatki Yee [61, 62] (Rys. 3.1) otrzymuje sie tréjwymiarowy (3-D) prostopadtoscian
V' w przestrzeni kartezjanskiej, ktéry rozktada sie na mniejsze komérki prostopadtoscienne w nastepujacy
sposob:

V ={Vijk € R®: [zs,mit] X [y, yj41] X [2k: 2641]} (3.10)
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rys. 3.1. Siatka Yee.

gdzie i = 0,..,.N, —1, 5 =0,..,.N,—1, k = 0,.., N, — 1. W zwigzku z tym catkowita liczba
komérek w rozwazanej domenie jest réwna N,N,N,, podczas gdy objetos¢ komérki V; ; ;. jest réwna
Az AyjAzy, gdzie Ax; = x4 — ®, Ay = Yj+1 — Y5, Dz = 2p41 — 2. Nalezy zauwazy¢, ze
niektére sktadowe pola przyjmuja state wartosci ze wzgledu na warunki brzegowe. Dlatego ostatecznie
zaktadamy, ze sktadowe E., E,, E., H;, H,, H, s prébkowane w Ne;, Ney, Nezo Npzo Nhy, Np.

punktach. Nastepnie otrzymujemy réwnanie w przestrzeni stanu
x = Ax+ Bu (3.11)
gdzie

X = [(E2)1s - (Ba)News (By)1s oo (By) N, »
(Ez)lv ) (EZ)N627 (Hz)lﬂ ) (HI)Nh,z>

(Hy)lv ) (Hy)Nh,y7 (Hz)h ey (HZ)Nh,z]T

u= [(Jsx)la ey (Jsx)Neza (sz)la ey (sz)Neya
(Jsz)la ceey (Jsz)Nezy (Msw)la ceey (Msw)N;ma

(Msy)h ) (Msy)Nhy7 (MSZ)lv ) (Msz)th]T

—eto Iy, e Ux]HE

A =
- HVX]E —p oIy,
B_ 76711]\]8 0
0 _N_IINh,
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Ne = Neg + Ney + Neoy N = Npgp + Npy + Np., Iy oznacza jednostkowa macierz kwadratowa
o rozmiarze N x N, gdzie [Vx|5 oraz [Vx]¥ sa dyskretnymi odpowiednikami operatora rotacji
odpowiednio dla pola elektrycznego i magnetycznego. Oznacza to, ze dla rozwazanej komérki V; ; .,
operatory macierzowe aproksymuja operator rotacji za pomoca ilorazéw réznicowych dla wartosci pél
w rozpatrywanych i sasiadujacych komérkach [61, 62].

Rozmiary macierzy [V x| oraz [Vx]H to odpowiednio N}, x N, oraz N, x Nj,. Oczywiécie
nalezy zatozy¢, ze dyskretyzacja przestrzenna jest wystarczajaco mata, aby doktadnie przedstawi¢ (3.9)
z uzyciem (3.11) sformutowanego w dyskretnej dziedzinie przestrzennej. Ponadto, powstate réwnania
w przestrzeni stanu powinny zapewni¢ stabilne rozwiazania. Jako punkt wyjscia do badan nalezy przyjaé
co najmniej 20 punktéw przestrzennych na kazda minimalna dtugo$¢ fali pobudzenia [62]. Ogdlnie rzecz
biorac, dyskretyzacja przestrzenna zalezy od maksymalnej czestotliwosci w widmie wzbudzenia, a takze
od struktury obiektéw (np. przeszkdéd) znajdujacych sie w przestrzeni, dla ktérej wykonywana jest
symulacja.

Ograniczmy nasze rozwazania do wzbudzen pochodzacych od fizycznie mozliwych do
zrealizowania pradéw elektrycznych Jg, tj. My = 0. Nastepnie warto zauwazyé, ze system (3.11)

reprezentuje sprzezenie zwrotne miedzy dwoma systemami [63, 64, 65] (patrz Rys. 3.2)
X1 = A1x1 + Biug (3.12)
y1=0Cixy (3.13)
gdzie
x1 = [(Ex), oo (B2)News

(Ey)h sty (Ey)Ney7

(Ez)la ) (EZ)Nez]T

u; —u— CQXQ

oraz

X.g = A2X2 + B2u2 (314)
Yo = CQXQ (315)

gdzie
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¥1=C1Xq
X1=A1x1+Bquq >

U=y1

Xp=AoX;+Bouyp

rys. 3.2. System elektromagnetyczny z relacjami konstytutywnymi catkowitego rzedu, rozpatrywany jako pota-

czenie dwdch systemdw catkowitego rzedu zwigzanych z réwnaniami rotacji pola elektrycznego i magnetycznego.

U2 =Yy1
A = _N_lngNh,
_ -1
Bg = U IN}1
Cg = [VX]IE)

Mozna zauwazy¢, ze podobny model systemu ze sprzezeniem zwrotnym dla réwnan Maxwella mozna
sformutowaé w pojedynczym punkcie ciggtej dziedziny przestrzennej i jej otoczeniu dla systemu

o parametrach rozproszonych (3.9).

3.2. Réwnania Maxwella w mediach opisanych przez modele utamkowego rzedu

Modele utamkowego rzedu s3 z powodzeniem stosowane w elektromagnetyzmie, gdy chce
sie opisal efekty pamieci i dziedziczne wtasciwosci mediéw i proceséw [66]. Westerlund i Ekstam
wywnioskowali na podstawie wynikéw eksperymentéw [67], ze czysto empiryczne prawo Curie [68] jest
spetnione przez wszystkie dielektryki i izolatory. Oznacza to, ze zastosowanie statego napiecia Vj do

materiatu dielektrycznego pomiedzy elektrodami kondensatora w momencie t daje prad

Vo

i) = 57 (3.16)

gdzie t > 0, B € (0,1) opisuje straty i hy opisuje geometrie i parametry dielektryczne takiego

kondensatora. Wzér (3.16) mozna uogdlni¢, stad otrzymujemy

i(t) = CgDPo(t) (3.17)

gdzie DY oznacza pochodna utamkowego rzedu w dziedzinie czasu, Cg = F(Zﬂ), v(t) = Vp1(¢) oraz
1(t) oznacza funkcje skokowa Heaviside'a. Rozwazmy nastepujace relacje konstytutywne utamkowego

rzedu w elektromagnetyzmie

J=0,D;,"E, 0<a<l (3.18)
sE=D;"D, 0<p<1 (3.19)
pH=D,TB, 0<y<L. (3.20)

Dla o =1, 8 = 1 oraz v = 1, uzyskuje sie relacje konstytutywne, jak sformutowano w rozdziale

3.1, podane przez modele catkowitego rzedu z przenikalnoscia elektryczng € = €1 i przenikalnoscia
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magnetyczng pu = py. Zatem, (3.19) oraz (3.20) mozna uznal za rozszerzenie klasycznych modeli

mediéw elektromagnetycznych. Jednakze nalezy przyja¢ nastepujace jednostki Sl dla parametréw

H

réwnania (3.19) oraz (3.20), aby unikna¢ niescistosci: [es] = L5, [114] = 25—

. W niniejszej pracy
przyjmujemy, ze operatory pochodnych utamkowych po czasie Dtlfﬂ i DtlJ’ sg zgodne z definicja
Marchaud.

Relacja konstytutywna (3.19) pomiedzy D oraz E implikuje spetnienie wzoru zaobserwowanego
eksperymentalnie (3.17) dla kondensatora, co wykazano w [69]. W artykule [66] postuluje sie
potrzebe stosowania pochodnych utamkowego rzedu do matematycznego modelowania systeméw
rzeczywistych, tj. twierdzi sie, ze wszystkie systemy maja pamie¢ wszystkich wczesniejszych zdarzen.
Stad tez wymagane jest uwzglednienie tego przebiegu wczesniejszych zdarzen przy uzyciu pochodnych
utamkowego rzedu w celu przewidywania przysztosci. Biorac to pod uwage, analogicznie do (3.19),
klasyczna relacja pomiedzy wektorami B oraz H jest uogdlniona przez (3.20). Stosujac to podejscie,
mozna uzyska¢ modele utamkowego rzedu cewek, ktére maja zastosowanie w inzynierii [69, 70].

Modele matematyczne (3.19) oraz (3.20) pozwalaja na uwzglednienie strat w relacjach
konstytutywnych [69, 71]. Dlatego mozna zatozy¢, ze o, = 0 oraz 0, = 0, co prowadzi do réwnan

Maxwella, w ktérych wystepuja pochodne czasowe utamkowego rzedu

V-E=0 (3.21)

V xE = —pu,DJH — M, (3.22)
V-H=0 (3.23)

V xH=e;D/E+1,. (3.24)

Analogicznie do modelu matematycznego z pochodnymi czasowymi catkowitego rzedu (3.9),

mozna sformutowa¢ (3.22) oraz (3.24) w formie

D’ o | |E 0 ;' [Vx]| |E
0 D} |H —p5 V] 0 H
(3.25)
—e! 0 J,
+| 7 ,

0 —py'| M

ktéra nasladuje réwnania w przestrzeni stanu. Ta forma réwnan Maxwella z pochodnymi czaso-
wymi utamkowego rzedu przypomina sformutowanie elektrodynamiki oparte na wektorze Riemanna-
Silbersteina [72]. Mozna jednak zauwazyé, ze powyzsza formuta oparta na réwnaniu przestrzeni stanu
jest bardziej elastyczna, poniewaz pozwala na uwzglednienie réznych rzedéw pochodnych utamkowych
(8 oraz v odpowiednio dla pél elektrycznego i magnetycznego. Jest to niezwykle wazna wtasnoé¢, ponie-
waz czesto tylko jedna z relacji konstytutywnych, albo elektryczna (3.19) albo magnetyczna (3.20) jest
reprezentowana przez model utamkowego rzedu, natomiast relacja komplementarna jest reprezentowana

przez model catkowitego rzedu.
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Dyskretyzacje przestrzenna (3.25) mozna wykona¢ analogicznie do przypadku catkowitego

rzedu, co daje réwnanie przestrzeni stanu niecatkowitego rzedu w nastepujacy sposéb:

Dx = Ax + Bu (3.26)
gdzie
DP o
D =
0 D}
0 X
A= % [VxIp (3.27)
—u5 VXI5 0
-1
—e;1 0
B=| ¢ (3.28)
0 _N»;IIN;L

oraz wektory x, u s3 definiowane jak w przypadku pochodnych catkowitego rzedu. Ponownie,
dyskretyzacja przestrzenna musi by¢ wystarczajaco gesta, aby dokfadnie reprezentowac (3.25) z uzyciem
réwnania (3.26) sformutowanego w dyskretnej dziedzinie przestrzennej. System (3.26) reprezentuje

system ze sprzezeniem zwrotnym miedzy dwoma systemami utamkowego rzedu, patrz Rys. 3.3

D/x; = Bjiuy (3.29)
y1=Cnxy (3.30)
gdzie
By =—c; Iy,
Cp1=[Vx]3
oraz
D]'xs = Byaus (3.31)
y2 = Cpoxo (3.32)
gdzie

B =—p "y,

Csr = [VX]P.
Podobny model systemu ze sprzezeniem zwrotnym dla réwnan Maxwella z pochodnymi czasowymi
utamkowego rzedu mozna sformutowaé w pojedynczym punkcie ciagtej dziedziny przestrzennej i jej

otoczeniu dla systemu o parametrach rozproszonych (3.25).
Warto zauwazyé, ze na podstawie réwnan (3.21)-(3.24), mozna wyprowadzi¢ nastepujace

réwnania dyfuzyjno-falowe:

V2E — j1,esD] DJE =0 (3.33)

V2H — jiye5 DY DJH = 0. (3.34)
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Natezenia pola elektrycznego i magnetycznego spetniaja to samo réwnanie falowo-dyfyzyjne wtedy
i tylko wtedy, gdy v = /3 lub operatory utamkowego rzedu s3 przemienne (tj. D} D} = D?D7). Kolejno
stosujac reprezentacje wskazowa
E = R(Ee“Y) (3.35)
H = R(He) (3.36)

do réwnain Maxwella utamkowego rzedu (3.21)—(3.24) otrzymujemy

V-E=0 (3.37)
V xE=—p,(jw)"H (3.38)
V-H=0 (3.39)
V x H = ¢5(jw)"E. (3.40)

Na podstawie réwnan (3.37)—(3.40) mozna uzyska¢ réwnania dyfuzyjno-falowe w dziedzinie czestotli-
WoSsci:

V2 - fiyep(jw)? T Bl 0. (3.41)

H

Jak wida¢, niespdjnosé wynika z faktu, ze zastosowanie reprezentacji wskazowej (3.35)—(3.36) do
(3.21)—(3.24) daje to samo réwnanie dla natezen pola elektrycznego i magnetycznego. Z drugiej strony,
natezenia pola elektrycznego i magnetycznego spetniaja rézne réwnania dyfuzyjno-falowe w dziedzinie
czasu, patrz (3.33)—(3.34). Co wiecej, nie mozna zakfadaé a priori, ze zbiér wspdlnych rozwigzan
rownan (3.33) i (3.34) istnieje, jak wykazano w [38]. W tym artykule mozna znalez¢ stosunkowo prosty
przyktad pokazujacy, ze réwnanie D18y = y nie jest réwnowazne réwnaniu D® DAy = 3 dla pochodne;j
Riemanna-Liouville'a. W przypadku definicji pochodnej utamkowej, ktére spetniaja zarédwno réwnania
(2.11), jak i (2.12), réwnania dyfuzyjno-falowe w dziedzinie czasu (3.33)—(3.34) sa zgodne z formuta
w dziedzinie czestotliwosci (3.41). Stad réwnania dyfuzyjno-falowe (3.33)—(3.34) przyjmuja postaé

E E
v? — pnep DI =0 (3.42)
H H

co jest zgodne z (3.41) wyprowadzonym z reprezentacji wskazowej (3.35)—(3.36). Metody analizy
w dziedzinie czasu i czestotliwosci powinny zwracaé réwnowazne wyniki po zastosowaniu do uogdlnien
rownan Maxwella utamkowego rzedu. W celu uzyskania réwnowaznosci wynikéw w dziedzinie
czasu i czestotliwosci, operator rézniczkowy utamkowego rzedu powinien spetnia¢ warunki liniowosci
i potgrupy, a takze by¢ reprezentowalny w dziedzinie wskazéw. Sposréd najpopularniejszych definicji
tj. Riemanna-Liouville, Caputo, Grinwalda-Letnikova oraz Marchaud, tylko dwie ostatnie z nich
uwzgledniaja cata historie czasowa funkcji wejéciowej i s3 odpowiednimi wyborami dla teorii
elektromagnetyzmu. Pochodne Riemanna-Liouville’'a i Caputo ze skonczonym punktem bazowym
maja ograniczona stosowalno$¢, podczas gdy definicje Griinwalda-Letnikova i Marchaud (ktére s3

w rzeczywisto$ci réwnowazne) prowadza do rozsadnych uogdlnien réwnan Maxwella.
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Y1=Cf1X4
D¢Px4=Bgru, >

U=y1

D¢'x=Bou;

rys. 3.3. System elektromagnetyczny z relacjami konstytutywnymi utamkowego rzedu, rozpatrywany jako pota-

czenie dwdch systeméw utamkowego rzedu zwigzanych z réwnaniami rotacji pola elektrycznego i magnetycznego.

3.3. Elektromagnetyzm i elementy obwodéw utamkowego rzedu

W tej sekcji, w oparciu o prace [69, 73], przedstawiono kompleksowe wyprowadzenia réwnan
elementéw obwoddéw utamkowego rzedu, ktére bazuja na wczedniej omédwionym elektromagnetyzmie
utamkowego rzedu. Takie podejécie opiera sie na quasi-statycznych aproksymacjach réwnan Maxwella
w odrodkach opisanych relacjami konstytutywnymi utamkowego rzedu. W szczegdlnosci rozréznia sie
przyblizenia elektro-quasi-statyczne, tj. gdy %—? ~ 0, i magneto-quasi-statyczne, tj. gdy %];’ ~ 0,
rownan Maxwella (3.2) i (3.4). W rezultacie autorzy uzyskali nie tylko réwnania elementéw skupionych
utamkowego rzedu dla rezystoréw, kondensatoréw i cewek, ale takze warunki, dla ktérych mozliwe jest

modelowanie obwodowe.

Ogodlnie rzecz biorac, modelowanie elementéw obwodéw utamkowego rzedu mozliwe jest
woéwczas, gdy rozmiar kondensatora lub cewki utamkowego rzedu jest znacznie mniejszy niz dtugosé
fali elektromagnetycznej. Jesli kondensator lub cewka utamkowego rzedu spetnia powyzszy warunek
wowczas, odpowiednio, zgromadzona energia pola magnetycznego lub elektrycznego jest pomijalna
w poréwnaniu z energia pola elektrycznego lub magnetycznego w rozpatrywanym elemencie utamkowego
rzedu. Ponadto parametry pseudopojemnosci i pseudoindukcyjnosci (uzywa sie terminu pseudo
w odniesieniu do tych elementéw utamkowego rzedu, gdyz te parametry staja si¢ tymi znanymi z teorii
obwodéw, gdy rzad pochodnej utamkowej staje sie jednoscig) mozna wyznaczy¢ przy zatozeniu réwnosci

mocy obliczonych za pomoca wzoréw obwodowych i elektromagnetycznych.

W kolejnych rozdziatach przedstawiono podstawowe elementy obwoddéw utamkowego rzedu dla
szczegblnego przypadku geometrii cylindrycznej, patrz Rys. 3.4. Wyprowadzenia te rozszerzaja wyniki
z [74] o quasi-statyczne warunki stosowalno$ci pochodnych utamkowego rzedu dla kondensatora i cewki
indukcyjnej. Przedstawione wyprowadzenia ograniczone s geometriag rozpatrywanych elementéw.

Ograniczenia tego pozbawone s3 wyprowadzenia przedstawione w pracy [69].

3.3.1. Rezystor

Niech przyblizenie elektro-quasi-statyczne bedzie zastosowane do rezystora przedstawionego na
Rys. 3.4a. Zatézmy state pole elektryczne E, w kierunku z. Gesto$¢ pradu jest powigzana z natezeniem

pola elektrycznego poprzez postulowane wyrazenie J = 0,D; “E, gdzie o € (0,1] (réwnanie (9) w
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rys. 3.4. Geometrie rozpatrywanych elementéw obwodu. (a) Rezystor i kondensator. (b) Cewka. Rysunek

zaczerpnieto z [73] za zgoda autoréw.

[74]). Napiecie miedzy zaciskami rezystora jest dane wzorem
d
o(t) = / E-ds— B.d (3.43)
0

poniewaz pole elektryczne jest potencjalne w przyblizeniu elektro-quasi-statycznym (tj. V x E = 0).

Prad ptynacy przez rezystor utamkowego rzedu jest okreslony wzorem

z’(t):/ J~da:/ 0D} “E-da=o0,D} “E.S. (3.44)
S1

S1

Na podstawie (3.43) oraz (3.44), otrzymujemy
i(t) = Go D} “v(t) (3.45)

gdzie G, = 045 nazywa sie pseudokonduktancja. Wéwczas mozna zdefiniowaé pseudorezystancje jako

d
R, =Gl

3.3.2. Kondensator

Zastosujmy przyblizenie elektro-quasi-statyczne do kondensatora przedstawionego na Rys. 3.4a.
Zaktadajac ponownie state pole elektryczne E, w kierunku z, napiecie miedzy zaciskami kondensatora

jest dane wzorem (3.43), a fadunek na pojedynczej elektrodzie wzorem

q= ?{ D-da :j{ D 'esE-da=esDVVELS. (3.46)
S1 S1
Otrzymamy zatem
i(t) = % — CuDPu(t) (3.47)

gdzie Cg = eﬁ% nazywa sie pseudopojemnoscia.
Obliczmy teraz pole magnetyczne wewnatrz rozwazanego kondensatora, wynikajace ze

zmiennego w czasie quasi-statycznego pola elektrycznego. Prawo Ampere'a (3.4) w postaci catkowe;j
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jest okreslone nastepujaco

7{ H-ds:g/D-da (3.48)
c=0s ot Js

gdzie Sciezka catkowania C jest przedstawiona na rys. 3.5a. Nastepnie, korzystajac z (3.19),

otrzymujemy

f H-ds = 65Df/E~da. (3.49)
C=0s S

Dla tej cylindrycznie symetrycznej konfiguracji réwnanie (3.49) zapisuje sie jako
Hy2nr = e D} Egnr? (3.50)

gdzie Hy4 to natezenie pola magnetycznego wzdtuz kierunku wspétrzednych azymutalnych, Ey to nate-
zenie quasi-statycznego pola elektrycznego wzbudzajacego kondensator na krawedziach zewnetrznych,
a r to odlegto$¢ radialna od osi z w cylindrycznym uktadzie wsp6trzednych. Z (3.50) otrzymujemy

Hy = %DEEO. (3.51)

W kolejnym kroku obliczamy pole elektryczne wynikajace ze zmiennego w czasie pola magnetycznego

(3.51), korzystajac z prawa Faradaya (3.2) w postaci catkowej

% E-ds= 9 B-da (3.52)
c=os ot Js
gdzie $ciezka catkowania C jest przedstawiona na Rys. 3.5b. Nastepnie, korzystajac z (3.20),
otrzymujemy
j{ E-ds= —MWD;’/H - da. (3.53)
C=0s S
Dla $ciezki C' na Rys. 3.5b, réwnanie (3.53) jest rozwigzywane jako
b d ear’
[E.(b) —Ez(r)]d:/MDg/ dr’/ dz 52 DtBEo. (3.54)
T 0

Natezenie pola E,(b) na zewnetrznej krawedzi kondensatora cylindrycznego jest ograniczone przez

zrédta do Ey [54]. W ten sposéb otrzymujemy

E.(r) = Ey — %(zﬂ — DB, (3.55)

Jak wida¢, pole elektryczne przy r # b rézni sie od pola Fy na krawedzi kondensatora. Obliczmy btad
miedzy rozwigzaniem quasi-statycznym a (3.55). W tym celu wykorzystamy reprezentacje wskazowa pola
elektrycznego o czestotliwoéci katowej w, tj. Fy = S‘E(Eoej‘”t). Mozemy tak zrobié, gdyz zastosowaliSmy
definicje Marchaud pochodnej utamkowej w tych rozwazaniach. Zatem maksymalng warto$¢ btedu

(r = 0) uzyskuje sie za pomoca (2.41), tj.

@ — %b%ﬁ-w, (3.56)
Ey 4
Aby zastosowacl przyblizenie quasi-statyczne teorii obwoddw, wymagane jest aby Bepror < 1. W ten
0
sposdb uzyskuje sie warunek na rozmiar kondensatora cylindrycznego utamkowego rzedu
2v
b« (3.57)
w 2
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rys. 3.5. Sciezki catkowania dla rozpatrywanego kondensatora. Rysunek zaczerpnieto z [73] za zgoda autoréw.

gdzie vg, = \/6/1Ta Jesli B = v = 1, wdwczas otrzymujemy klasyczny warunek [54] dla zasadnosci
przyblizenia obwodowego
2
b= (3.58)
w
gdzie v = \/%TL oznacza predkos$¢ fali elektromagnetycznej. Warunek (3.58) mozna zapisaé jako [54]
A
b< = (3.59)
T

gdzie A\ oznacza dtugos¢ fali elektromagnetycznej. Jedli zatozymy, ze wartoé¢ liczbowa wvg, jest
poréwnywalna z v w kondensatorze utamkowego rzedu (75,7 jest nadal jednostka Sl dla vg,), to
warunek (3.58) jest silniejszy niz (3.57). Oznacza to, ze warunek (3.59) mozna rozszerzy¢ na obwody
rzedu utamkowego, tj. rozmiar kondensatora utamkowego rzedu znacznie mniejszy niz dtugos¢ fali

elektromagnetycznej pozwala na zastosowanie modelowania obwodowego.

3.3.3. Cewka

Rozwazmy jednozwojowa cewke, ktérej zaciski potaczone sa przez powierzchnie ograniczona
konturem C, skfadajaca sie z idealnego przewodnika elektrycznego (ang. perfect electric conductor
— skrét PEC), patrz Rys. 3.4b. Przyblizenie magneto-quasi-statyczne jest stosowane do cewki
jednozwojowej, natomiast przyblizenie elektro-quasi-statyczne jest stosowane do jej zaciskéw. Zatézmy
pole magnetyczne H, wzdtuz kierunku z. Stosujemy prawo Faradaya (3.53) w postaci catkowej do
Sciezki C' wzdtuz materiatu PEC cewki i miedzy jej zaciskami. Poniewaz pole elektryczne w PEC jest

rowne zeru, otrzymujemy napiecie v(t) miedzy zaciskami cewki indukcyjnej, dane wzorem:
v(t) = ,U,,YD;Y/H -da = pu,D}H,S. (3.60)
s

Z drugiej strony, pole magnetyczne wewnatrz cewki indukcyjnej jednozwojowej mozna obliczyé z quasi-
statycznego prawa Ampere’a jako

H = H.i, = %iz (3.61)
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gdzie i(t) oznacza prad cewki. Z (3.60) i (3.61) otrzymujemy
v(t) = L,D]i(t) (3.62)

gdzie L, = Hv% jest nazywane pseudoinduktancja.
Obliczmy teraz pole elektryczne wewnatrz cewki, wynikajace ze zmiennego w czasie quasi-
statycznego pola magnetycznego. Rozwazana cewka jest dualna do wczesniej rozwazanego kondensa-

tora. Zatem prawo Faradaya (3.53) stosuje sie wzdtuz Sciezki C' na Rys. 3.6a. Nastepnie otrzymujemy
B, = —%D]HO (3.63)

gdzie Hy oznacza quasi-statyczne pole magnetyczne na krawedzi cewki. Stosujac prawo Ampére'a
(3.49), wzdtuz $ciezki C' przedstawionej na Rys. 3.6b, oblicza sie pole magnetyczne wywotane przez

zmienne w czasie pole elektryczne (3.63)

b d L !
C[H.(b) — H.(r)]d = e,ng/ dr// dz( - ”TDtVHO). (3.64)
r 0
Jednak Hy = H,(b), a nastepnie otrzymujemy
€
H.(r) = Hy — ﬁT’“‘”(b2 — D . (3.65)

Jak widaé, pole magnetyczne przy r # b rézni sie od pola Hy na krawedzi cewki. Podobnie jak
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rys. 3.6. Sciezki catkowania dla rozwazanej cewki. Rysunek zaczerpnieto z [73] za zgoda autoréw.

w przypadku kondensatora, do obliczenia btedu uzywamy reprezentacji wskazowej pola magnetycznego,
stad

= Bl B4, (3.66)

4

He’r"I'O'!'
Hy

Jest to ten sam wzér, co w przypadku kondensatora utamkowego rzedu. Zatem warunek (3.57) mozna
rozszerzy¢ na cewke utamkowego rzedu, co pozwala na zastosowanie przyblizenia quasi-statycznego
w modelowaniu obwodu. Jedli 3 = v = 1, wéwczas otrzymujemy warunki (3.58), (3.59) dla przyblizenia

obwodowego. Jedli mozna zatozy¢, ze wartos¢ liczbowa vg., jest poréwnywalna z v w cewce utamkowego
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rzedu, to (3.58) jest silniejszym warunkiem niz (3.57). W zwiazku z tym rozmiar cewki indukcyjnej
utamkowego rzedu znacznie mniejszy niz dtugos¢ fali elektromagnetycznej pozwala na zastosowanie

modelowania obwodowego.

3.4. Metoda energetyczna wyznaczania parametrow elementéw skupionych utamkowego rzedu

Zaktadajac rownos$é mocy elektromagnetycznej przeptywajacej przez element obwodu i oblicza-
jac ja jako iloczyn pradu i napiecia, mozna réwniez uzyskaé wzory na pseudopojemno$¢ i pseudoinduk-

cyjnos¢.
3.4.1. Kondensator

Obliczmy moc elektromagnetyczng przeptywajaca do kondensatora utamkowego rzedu na

v

podstawie rozwigzania quasi-statycznego, tj. E = E.i, = dt)iz i H = Hyi, (patrz (3.51)). Stad

otrzymujemy

ffE x H-da= eggv(t)va(t) (3.67)

gdzie S = 7b?, a S jest powierzchnia oktadek kondensatora. Z drugiej strony, moc magazynowana

i rozpraszana w elemencie obwodu opisanym wzorem (3.47) jest dana wzorem
p(t) = i(t)o(t) = Cav(t) D v(t). (3.68)
Réwnos¢ mocy obliczonych za pomoca (3.67) i (3.68) daje wzér na pseudopojemnosé, tj. Cg = Gg%.

3.4.2. Cewka

Analogicznie obliczmy moc elektromagnetyczna przeptywajaca do cewki utamkowego rzedu na

podstawie rozwigzania quasi-statycznego (3.61) i wzoru (3.63). Stad otrzymujemy odpowiednio

S
- 7(13 X H-da= o, i(t)D]i(1) (3.60)
S
gdzie S = 7b% a S jest powierzchnia do granicy cewki. Z drugiej strony, moc magazynowana

i rozpraszana w elemencie obwodu opisanym wzorem (3.62) jest dana wzorem

p(t) = i(t)v(t) = Li(t)D}i(t). (3.70)

Réwnoé¢ mocy obliczonych za pomoca (3.69) i (3.70) daje wzér na pseudoindukeyjnoéé, tj. L, = u,y%.

3.5. Linie transmisyjne utamkowego rzedu

Rezultaty prezentowane w tej sekcji sa opublikowane w artykutach [75, 25, 76], ktérych
autor tej rozprawy jest wspotautorem. Model catkowitego rzedu jest w stanie opisaé charakterystyki
linii transmisyjnej w ograniczonym zakresie czestotliwosci. Wynika to z faktu, ze dla czestotliwosci
terahercowych przewodnik wykazuje zaréwno dyspersje czestotliwosciowa, jak i przestrzenng [77, 78].

Stad pojecie strat w tradycyjnym modelu RLGC z elementami catkowitego rzedu (patrz Rys. 3.7) staje
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sie niewystarczajace, jesli chcemy opisa¢ dyspersje i efekty nie-quasi-statyczne. Moze to dodatkowo
powodowaé problemy z przyczynowos$cia podczas analizy w dziedzinie czasu. Jednak model utamkowego
rzedu RLGC linii transmisyjnej (patrz Rys. 3.8) [77, 78, 79, 80] moze opisal te efekty w zakresie

czestotliwosci terahercowych.

o o dit)
R
______ _}\/\M/_/WV’\ .
R L Yiw) =2

rys. 3.7. Komérka jednostkowa modelu linii transmisyjnej catkowitego rzedu.

v(t) = L. D}i(t)

rys. 3.8. Komérka jednostkowa modelu linii transmisyjnej utamkowego rzedu.

W [77, 78] opracowano przyczynowy i zwarty model linii transmisyjnej utamkowego rzedu
dla czestotliwosci terahercowych dla uktadu scalonego CMOS. Ze wzgledu na uwzglednienie strat
zaleznych od czestotliwosci i efektéw nie-quasi-statycznych, zaobserwowano dobrg zgodno$¢ impedancji
charakterystycznej miedzy modelem utamkowego rzedu a pomiarami do 110 GHz. Tradycyjny model
catkowitego rzedu RLGC zapewnit zgodno$¢ miedzy modelem a pomiarami tylko do 10 GHz.
Whyniki te wyraznie pokazuja zalety modelowania utamkowego rzedu linii transmisyjnych. W [77, 78],
zastosowano pochodna utamkowego rzedu, ktéra gwarantuje odpowiednie (z punktu widzenia teorii
obwoddéw) wiasciwosci w dziedzinie czestotliwosdci. Autorzy stosujg definicje Riemanna-Liouville'a
z punktem bazowym w —oo, ale jej wtasciwosci w dziedzinie Fouriera faktycznie implikuja, ze
stosowana jest definicja Griinwalda-Letnikova. Jednakze, jak pokazano powyzej, modelowanie obwodowe
linii transmisyjnych utamkowego rzedu moze by¢ problematyczne ze wzgledu na mnogoé¢ definicji
operatoréw pochodnych utamkowego rzedu. Stad nie kazda pochodna utamkowego rzedu moze by¢
stosowana w rozsadny sposéb do modelowania obwodowego.

Rozwazmy model utamkowego rzedu linii transmisyjnej RLGC zaproponowany w [80]. Jego

elementarng komérke o dtugoséci Az przedstawiono na Rys. 3.9. Stosujac pradowo-napieciowe prawa
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rys. 3.9. Komorka jednostkowa rozwazanej linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu.
Kirchhoffa, mozna uzyska¢ nastepujacy zestaw réwnan do jej opisu:

URC

=3 p ok (3.71)

i1 =12 + i3 (3.72)

i3 = ic + AGuvg (3.73)

vp + Vro +v2 —v1 = 0. (3.74)

Dla elementéw obwodu przedstawionych na Rys. 3.9 przyjeto nastepujace relacje utamkowego rzedu

pomiedzy napieciami i pradami:

i = ALD%i, (3.75)
icp, = ACrD} vrc (3.76)
ic = ACD;YUQ. (377)

Napiecia i prady na krawedziach komérki jednostkowej na Rys. 3.9 s3 dane wzorami

iy = i(x,t) (3.78)
iy = i(z + Az, 1) (3.79)

vy = v(a,t) (3.80)
vy = v(z + Az, 1), (3.81)

Zestaw réwnan rézniczkowych utamkowego rzedu [80] mozna sformutowaé na podstawie (3.71)—(3.81),

zaktadajac, ze Ax — 0, tj.

Ri(z,t) = v'(z,t) + 7DV (2, t) (3.82)
a—axi(a?,t) = —CD]v(z,t) — Gu(z,t) (3.83)
%v(m,t) = —LDyi(z,t) — v'(z,1). (3.84)
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W réwnaniu (3.82)—(3.84) parametry sa zdefiniowane jako: L = AL/Az, R = AR/Ax, C = AC/Ax,
G = AG/Azx, 7 = ARACR, v'(z,t) = vge(z,t)/Ax, wszystkie dla Az — 0. Ten uktad réwnan jest

rozwigzywany przy spetnieniu nastepujacych warunkéw brzegowych i poczatkowych:

v'(2,0) =0, i(z,0)=0, wv(x,0=0, x>0 (3.85)
v(0,t) = vp(t), lim ov(z,¢)=0, t>0. (3.86)
T—r+00

W naszych badaniach bierzemy pod uwage (3.82)—(3.86) po normalizacji [80], tj.

% (g) Vi@ D) = 7@ D + 700 . 9) (3.87)
a%g@ 7) = —DIo(x,1) - B(, 1) (388)

25, 7) = ~Dgi(E )~ (1) (3.89)
7(x,0)=0, i(7,00=0, B(7,0)=0, T>0 (3.90)
0(0,1) = o(E), _lim (7,1) =0, >0 (3.91)

gdzie T = (C/G)7, | = T3/VIG, & = t/T, % = z/l, 7 = 7/T?, 5 = v/V, ¥ = V1)V,
I=VT%\/G/L i=il.

3.5.1. Réwnania telegrafistéw utamkowego rzedu

Rozwazmy linie transmisyjna przedstawiona na Rys. 3.8, ktéra jest szczegdlnym przypadkiem
linii transmisyjnej przedstawionej na Rys. 3.9. Wéwczas napiecie v = v(x,t) i prad i = i(x,t) wzdtuz

linii w kierunku = sg rozwigzaniami nastepujacego zestawu réwnan:

% = —Ri— L,Dji (3.92)
% = —Guv—CsDMv (3.93)

gdzie v, € (0,1] sa statymi parametrami. Rézniczkujac oba réwnania wzgledem x i podstawiajac
(3.92) do (3.93) i odwrotnie (z wykorzystaniem wtasnosci D, Dy = D D,), uzyskujemy réwnania

telegraficzne utamkowego rzedu [80]
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a—;; — RGv + RCDPv + L,GDJv + L,CyD; D (3.94)
0% ; B v B,

ok RGi+ RC3D/i+ L,GD}'i+ L,CsD; D/, (3.95)

ktére nie s3 tozsame w sytuacji, gdy operatory pochodnej D} i Df nie komutuja, tzn. gdy D;’Df #*

DEDZ. Rozwazmy reprezentacje napiecia i pradu wskazowego wzdtuz linii transmisyjne;
v =R(Ve™h) (3.96)

i = R(Ie") (3.97)
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gdzie V =V (x) il = I(z) sa odpowiednio wskazami napiecia i pradu, ktére sa funkcjami tylko zmienne;
przestrzennej z, a w oznacza pulsacje. Na podstawie (3.92) oraz (3.93) otrzymujemy nastepujace

réwnania opisujace linie transmisyjna utamkowego rzedu w dziedzinie czestotliwosci:

%‘; = —[R+ () L)1 (3.98)
% =[G+ ()P Cy)V. (3.99)

Podstawiajac (3.98) do (3.99) i odwrotnie, otrzymujemy nastepujace réwnania telegraficzne (zwane
réwniez réwnaniami telegrafistéw, ang. telegraph equations lub telegrapher’s equations) w dziedzinie

czestotliwosci:

a;TZ = [R+ (W) L,][G + ()’ Cp]V (3.100)
O IR+ ()L )G + () Coll (3.101)

Okazuje sie, ze wskazy napiecia i pradu spetniaja to samo réwnanie w dziedzinie czestotliwosci. Jednak
problem rozpatrywany w dziedzinie czasu prowadzi do réznych réwnan dla napiecia (3.94) i pradu
(3.95) wzdtuz linii, gdy D} DY # DPD]. Dla definicji pochodnej utamkowej, ktéra spetnia zaréwno
(2.11), jak i (2.12), réwnania telegraficzne utamkowego rzedu w dziedzinie czasu (3.94)—(3.95) sa
spdjne ze sformufowaniem w dziedzinie czestotliwosci (3.100)—(3.101). W zwigzku z tym wtasnosé
potgrupy (2.11) jest wymagana do analizy obwodéw o parametrach roztozonych, reprezentujacych linie
transmisyjne utamkowego rzedu. Pochodna Marchaud spetnia zaréwno (2.11), jak i (2.12), wiec moze

by¢ z powodzeniem stosowana do analizy opisanych powyzej linii transmisyjnych utamkowego rzedu.
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4. METODY ROZWIAZYWANIA ZAGADNIEN ELEKTROMAGNETYZMU
I TEORII OBWODOW OPISANYCH ROWNANIAMI ROZNICZKOWO-
CALKOWYMI ULAMKOWEGO RZEDU

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione metody rozwigzywania zagadnien elektroma-
gnetyzmu i teorii obwoddw, ktére opisuja réwnania rézniczkowo-catkowe utamkowego rzedu. Rezultaty
prezentowane w tym rozdziale s3 opublikowane w artykufach [76, 60, 81, 82], ktorych autor

tej rozprawy jest wspotautorem.

4.1. Metoda rozwigzywania réwnan linii transmisyjnej

Prezentowana metoda umozliwa symulacje propagacji sygnatu wzdtuz linii transmisyjnych
utamkowego rzedu. Wykorzystuje ona obliczenia w dziedzinie czestotliwosci, tj. transformacje pobudze-
nia analitycznego do dziedziny czestotliwosci, mnozenie przez wspdtczynniki fazowe i ponowna trans-
formacje do dziedziny czasu. Metoda jest numerycznie wydajna i doktadna. Jednakze jej stosowalnos¢
jest ograniczona przez twierdzenie o prébkowaniu. Pomijajac dodatkowe oznaczenia nad zmiennymi
i parametrami (tj. linie) w réwnaniach (3.87)—(3.91), mozliwa jest transformacja réwnan do dziedziny

czestotliwosci. Rozwazmy reprezentacje wskazowa napiecia i pradu wzdtuz linii transmisyjne;j
v(x,t) = RV (x)e?) (4.1)

i(z,t) = R(I(z)e"). (4.2)

W réwnaniu (4.1)-(4.2), V(z) i I(z) to odpowiednio fazory napiecia i pradu, ktére s funkcjami tylko

zmiennej przestrzennej x, a w oznacza pulsacje. Z réwnan (3.87)—(3.89) otrzymujemy

% <g> ! I(z) = V'(z) + 7(jw)?V'(z) (4.3)
L 1@) = )V () - V() (+4)
V(&) = () 1(z) ~ V'(z). (45)

Ten zestaw réwnan mozna sprowadzi¢ do jednego réwnania, ktére spetnia warunek V' (z) [80]
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sV (@) = () V(@) =0 (46)

gdzie

((w)**F + a(yw)™ +b) ((w)* + 1)
((gw)? +a) '

W réwnaniu (4.7), a = 1/7 oraz b = R/(7L)(C/G)*/". Stad rozwiazanie réwnania (4.6) jest dane

Plw) = (4.7)

przez

V(z) = Vo(jw)e_k(jw)m (4.8)
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gdzie
k(w) = V(). (4.9)
Wybierzmy stata propagacji k(jw) z dodatnia czeScia rzeczywisty. Rozwiazanie w dziedzinie czesto-

tliwosci (4.8)—(4.9) pozwala znalezé rozwigzanie w dziedzinie czasu dla uktadu (3.87)—(3.91). W tym

L& () R/ =>

Transformacja
Hilberta

Hi}

Liczba

celu wykonujemy obliczenia zgodnie ze schematem przedstawionym na Rys. 4.1. Sygnat analityczny
zespolonall, (1) =

. Odwrotna
T1'3“5f91n13°1 a Transformacja Liczba
Fouriera Fouriera zespolona
Fi} FHY =>R1
Volt)+

JHivo(0} ek

rys. 4.1. Schemat symulacji propagacji sygnatu wzdtuz linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu.

V() = wvo(t) + yH{vo(t)} uzyskiwany jest za pomoca transformacji Hilberta [83] z rzeczywistego
sygnatu vo(t). Pobudzenie w dziedzinie czasu v,(t) jest transformowane do dziedziny czestotliwosci,
nastepnie jego reprezentacja analityczna jest mnozona przez wspétczynniki fazowe e #0«)* 3 na koniec
cze$¢ rzeczywista odwrotnej transformacji Fouriera jest przyjmowana jako rozwiazanie v(t). Transfor-

macje Hilberta mozna wykonaé w dziedzinie czestotliwo$ci zgodnie ze wzorem

F{H{vo}}(w) = —gsgn(w) F{vo}(w) (4.10)

gdzie sgn(w) oznacza funkcje signum argumentu w. W zwiazku z tym kroki algorytmu zwigzane
z transformacja Hilberta (4.10) i mnozeniem przez czynniki fazowe e k0% mozna potaczyé.
W opracowanym kodzie zastosowano szybka transformacje Fouriera (ang. fast Fourier transformation
— skrét FFT), aby zmniejszy¢ koszt obliczeniowy metody [83].

Dzieki zastosowaniu proponowanego algorytmu mozna unikngé obliczen funkcji Greena
w dziedzinie czasu lub numerycznego odwracania transformaty Laplace’a. Proponowana metoda
symulacji ma jednak ograniczong stosowalno$¢ ze wzgledu na implementacje metody w dyskretne;j
dziedzinie czasu. Wspétczynniki fazowe e #0«) wiaza sie z ttumieniem i opbznieniem fazowym
propagowanej fali. Z tego punktu widzenia op6znienie fazowe musi by¢ wieksze lub réwne przesunieciu
fazowemu odpowiadajacemu czasowi prébkowania T sygnatu zespolonego v, (t). W ten sposéb uzyskuje

sie warunek umozliwiajacy zastosowanie tej metody.

S(k(w)z) > wTs. (4.11)

. L. . . . . 1
Dla zespolonego sygnatu dyskretnego, maksymalna czgstotliwos¢ w widmie dyskretnym jest rowna 7.

Korzystajac z réwnania (4.11), mozna sprawdzié, czy przyjete wartosci parametréw «, 3 i v pozwalaja na
zastosowanie proponowanej metody symulacji. Zaktada sie domyslinie, ze wzbudzenia s3 powtarzane po
catkowitym czasie symulacji, ktéry musi by¢ wystarczajaco dtugi, aby umozliwi¢ symulowanym sygnatom
zanikanie do zera.

Przedstawione wyniki numeryczne uzyskano przy uzyciu standardowych funkcji dostepnych

w $rodowisku programistycznym Matlab. Analizowana jest propagacja sygnatu niemonochromatycznego
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wzdtuz linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu. Dla fatwej weryfikacji metody pobudzenie niech
bedzie funkcja delta Diraca. W tym przypadku algorytm sprowadza sie do obliczen odwrotnej
transformaty Fouriera dla wspétczynnikéw fazowych e=#(2)* Wyniki dla réznych parametréw modelu
linii przedstawiono na Rys. 4.2. Uzyskane wyniki sg takie same jak wyniki referencyjne przedstawione
w [80, Rys. 7-10], a zatem dowodza stosowalnosci proponowanej metody. Ponadto implementacja

metody nie wymaga znaczacego wstepnego przetwarzania wzoréw analitycznych na ptaszczyznie

zespolonej s.

100 25
x=0.1
20 — — —x=0.125

= = 15
a3 2

3 310

5

0

0 1 2 3 4 5 o 0.05 01 0.15
t %1072 t
ia) (b)
25 15
x=0.1
20 — — —x=0.125
= 15 =
ke 2
3 'HJ 3
5
0 -5
0 0.05 0.1 0.15 o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

rys. 4.2. Odpowiedz impulsowa modelu linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu dla réznych pozycji z. (a)
a=1/4, =~v=2/3,a=2V9, b=450. (b) a =5/6, 8=~ =2/3,a =29, b=45. (c) a = 5/6,
B=7=2/3,a=2V9,b=9.(d) a=5/6, B =~=2/3, a=29, b= 450.

4.2. Metody rozwigzywania rownan opisujacych propagacje fal elektromagnetycznych w osrod-

kach o utamkowych relacjach konstytutywnych
4.2.1. Rozwigzania analityczne z czasem ciaggtym

W tej sekcji przedstawiamy rozwigzania analityczne réwnahn w przestrzeni stanu (3.26)
opisujacych pole elektromagnetyczne w czasie ciagtym. Pierwszy punkt pokazuje klasyczny sposéb

uzyskiwania rozwigzania dla modeli catkowitego rzedu. Nastepny punkt prezentuje nowe podejscie do

modeli utamkowego rzedu.
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Media opisane przez modele utamkowego rzedu

Pochodna Marchaud utamkowego rzedu zapewnia odpowiedzZ systemu zalezng od nieskonczo-
nego przedziatu czasu historii. Jest to tatwo widoczne ze wzgledu na jej réwnowazno$¢ z pochodna

Griinwalda-Letnikova (2.42), okre$long poprzez szereg. Zatem analitycznego rozwigzania réwnania
Dx = Ax+ Bu (4.12)

nie mozna sformutowal jako funkcji zaleznej od pojedynczego warunku poczatkowego xg = x(tp).
Oznacza to, ze dla réwnania przestrzeni stanu (4.12) sformufowanego na podstawie pochodnej
Marchaud istotne jest réowniez to, jak wektor stanu x zostat uzyskany w czasie dla rozpatrywanego
uktadu. Zwykle uktad fizyczny catkowitego rzedu (np. pole elektromagnetyczne w prézni) magazynuje
i rozprasza energie, ktéra przepfywa zgodnie z ewolucja stanu w dziedzinie czasu wyrazona przez
sktadowa swobodng eA(*~*0)x; w wyrazeniu
x = x(t)
¢ (4.13)
= eAlt—to)x, 4 eAlt—t0) / e*A(T*tO)Bu(T) dr.

to

Dla uktadu utamkowego rzedu (4.12) sformutowanego na podstawie pochodnej Marchaud (Griinwalda-
-Letnikova), przejscie x = x(t) dla t < tg jest istotne, poniewaz opisuje w jaki sposéb energia zostata
dostarczona do uktadu. Rozsadna alternatywa w analizie tego typu systeméw jest zatozenie, ze wektor
stanu x = x(¢) jest réwny zeru dla wszystkich czaséw t < to przed poczatkowym pobudzeniem uktadu

(4.12) za pomoca wektora u. Dla zwieztosci przyjmujemy, ze tg = 0 w naszych rozwazaniach.

Przypadek § =~

Aby sformutowaé rozwiazanie analityczne dla tego przypadku, odwotajmy sie do twierdzenia
6.1 w [84] i réwnania (4) w [85] (notatki i sformutowania zostaty zaktualizowane w celu zapewnienia

spéjnosci z niniejszg pracy doktorska).

Twierdzenie 1 ([84], Twierdzenie 6.1) Rozwigzanie problemu (3.26) sformufowane na podstawie po-

chodnej Riemanna-Liouville'a z warunkiem poczatkowym

1— 1 box(r)
J; 5a:|t=0 = 1= 5) /0 Gy dr = z¢ (4.14)

gdzie I¢ jest catka Riemanna-Liouville'a rzedu o € (0, 1), okreSlone jest wzorem
t
z(t) =P Eg 5(At?)zo + / (t—7)'Es 5(A(t — 7)°)Budr. (4.15)
0

Poniewaz pochodna Riemanna-Liouville'a z zerowym punktem bazowym jest réwnowazna pochodnej
Marchaud dla funkcji przyczynowych, wnioskujemy, ze rozwiazanie analityczne réwnania (3.26),
sformutowane na podstawie pochodnej Marchaud dla 5 = ~, jest dane wzorem (patrz réwniez (4)
w [85]) .

x = x(t) = /0 (t—7)P 1By 5(A(t — 7)*)Budr. (4.16)
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Przypadek [ # ~

W tym przypadku rozwiazanie analityczne podane jest w ksiazce [86]. Twierdzenie 2.14 podane
w tej ksigzce jest bardzo ogdlne i nie jest oczywiste, jak zastosowac je bezposrednio w naszym przypadku.

Na poczatek przytoczmy oryginalng formute, ktéra odnosi sie do uktadu réwnan

D%y A o A | B,
= . N el B T (4.17)
Da"-rn Anl to Ann LTn Bn

gdzie x, € R™, ap € (pr — 1,pk), pk € Ndla k € {1,...,n}. Pochodna rozwazana w cytowanym
twierdzeniu jest pochodna Caputo, ale rozwazamy zerowe warunki poczatkowe, zatem definicje
Riemanna-Liouville'a i Caputo pokrywajg sie. Poniewaz rozwazamy tylko funkcje przyczynowe, dwie
powyzsze definicje pokrywaja sie réwniez z definicja Marchaud. Ograniczmy zatem nasze rozwazania do
uproszczonego przypadku z zerowymi warunkami poczatkowymi i zacytujmy Twierdzenie 2.14 w [86]
bez jego petnej ogdlnosci (co czyni sformutowanie jeszcze dtuzszym i zbyt ztozonym dla rozwazanego
przypadku).

Twierdzenie 2 ([86]) Rozwiazanie réwnania (4.17) z warunkami poczatkowymi

20)=0€eR™ k=1,..,n;j=0,1,....pp — 1 (4.18)
okreslone jest wzorem
t
x(t) = / [(I)l(t — T)Blo + ..+ (I)n(t - T)Bn()]u(T)dT (419)
0
gdzie
1 ()
)= ! | eRY,N=ni+..+n, (4.20)
zn (1)
B, 0
0 :
Bio=|  |.Bno= (4.21)
: 0
0 B.,
0 t(k1+1)a1+kza2+ Aknan—1

1(t) klzjo kz_:o ky.. 7zr((k1+1)a1+k2a2+ A+ ko)

thiaitkaas+.. A (kn+1)an—1

®n T 422
klz:o kz_:o ky...kn F(klal + koot + ... + (k + 1)an) ( )

oraz
Thr.on = (4.23)
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Iy daki=..=k,=0
Ay - Ay,
0 0
dlaky =1 ky=.. =k, =0
0 0
0 0
0 0
Ail . Ain dla kl = 1,k1 =..= ki,1 = kiJrl =.. = kn =0
0 0
0 0
0 0
dla kn = ].,kl = .= kn,1 =0
0 .- 0
Anl Ann
Ti0..0To1..1+ .-+ To..01T1.. .10 dlaki=..=k,=1
Ti0..0Tky—1,k0, ko + oo +To 01Ty, k1 k-1 dla by + ...+ ky > 0.

Na szczedcie przypadek rozwazany przez nas jest mniej skomplikowany i mozna sformutowaé go
w prostszej formie. Odwotajmy sie teraz do notacji w [86] i ustawmy n = 2, a1 = 5, as = 7.
Tak samo jak poprzednio, zaktadamy zerowe warunki poczatkowe i wektor u = [J,,0]7. Taka forma u
implikuje, ze
-1
—e5 1IN,
Bi=| 7" (4.24)
0
i mozemy przyja¢ Bs = 0. Ponadto istnieje A;; = 0 o rozmiarze N, X N, A1z = egl[Vx]g o rozmiarze
Nex Ny, Agr = —p5 ' [VX]] o rozmiarze Nj, x N, i Ay = 0 0 rozmiarze Nj, x N,. Postepujac zgodnie

z zapisem Twierdzenia 2.14 w [86], mozna zauwazy¢, ze

0 Ao
Ty = (4.25)
0 O
oraz
0 0
To, = . (4.26)
Agl 0

Nastepnie mozna zauwazyé, ze T,,p = T7; = 0 i Ty, = Tf; = 0 dla n > 2. Ponadto mozna réwniez
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zauwazy¢, ze

A12A2 0
Ty =
0 Az Aqo
0 ApA2 A
T =
0 0
oraz
0 0
T2 =
Ag1A12A421 0O
Oznaczmy dalej macierz
C= A12A21 = —M,;lG[;l[VX]g[VX]g (427)

ktéra jest macierzg kwadratowa o rozmiarze N, x N, oraz
D = Ay A = —p; e [VX]BVX]D (4.28)

ktdéra jest macierzg kwadratowa o rozmiarze Ny, X Nj,. Przez indukcje mozna tatwo udowodnié, ze

T, = (4.29)

Tn+1,'n - - (430)
0
oraz

Tont1 = - . (4.31)
Ay C" 0 D"Ay; 0

Ponadto T,; = 0 jesli |n — k| > 1. Wzér (2.66) w [86], zastosowany do rozpatrywanego przypadku,

daje
t
x(t) :/ Oy (t — 7)Byou(r)dr (4.32)
0
gdzie
+o0 400 —
t(k1+1)B+kay—1
D (t T
(0= 2. > Tk N T 1) 4 )
1 2
oo t(n+1)ﬁ+n'y—1
Z(Tnn +
~ I'((n+1)8+nv)

t(n+2)B+ny—1
+
L((n+2)8+ny)

Tn+1,n

H(n+1)B+(n+1)y—1
Tn,n+1 )
I'((n+ 1B+ (n+1)y)
Biorac pod uwage (4.29)—(4.31), otrzymujemy

> t(71+1)[3+n'y 1

Z n+1ﬂ+ny)

(4.33)
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oo n t(ntHp+ny—1
Zn:OC T'((n+1)B+ny) 0

[e'e) n t(’"r+1)ﬁ+""/—1
0 2= D" rmrnpTm
t(n+2)B+ny—1

;)T”“’"P(m 25 +ny)

(n+2)B+ny—1

0 A7, D" rnr2yny)
0 0

oraz
t(n+1)B+(n+1)y—1

gT"’"“ D((n+ DA+ (n+1))

0 0
00 n t(FDB+(FDY—1
A2 Y nso C Ty
Co ostatecznie daje
Dy (t) = (4.34)
" Epiq,5(t777C) 271 A12Ep4r,25(t° D)

PP AN By 5 (1PT7C) P71 Egy 5(tPTD)

oraz
t
() = / By (t — 7)Byu(r)dr (4.35)
0
gdzie
—;' Iy, 0
By=| 7™
0 0

Ze wzgledu na forme macierzy Bs (tj. jej druga kolumna jest réwna zeru), rozwiazanie nie zalezy

w rzeczywistosci od drugiej kolumny ®; (¢ — 7). Upraszcza to (4.35) w nastepujacy sposéb:

Jot =) By a((t — 7)P+7C)(—e5 u(r))dr
Jot = T)PH N A By g (¢ — 7)PH7C) (—e5 M u(r))dT

x(t) = (4.36)

W symulacjach opisanych w kolejnej sekcji analizujemy problem, ktéry polega na ustaleniu
wartosci pola elektrycznego w pojedynczym punkcie przestrzennym (zo = 0), tj. E(0,¢) = h(t). Patrzac
na wzér (3.7), mozna réwnowaznie stwierdzi¢, ze M;(0,t) = &h(t), a prad magnetyczny jest uzywany

jako wektor wejsciowy u(t) do uktadu. Dzieki takiemu podejsciu uzyskuje sie By = 0 oraz

0
B, = . (4.37)
—py ' I,
Nastepnie formute (4.35) mozna zastapié
t
x(t) = / Oy (t — 7)Byu(r)dr (4.38)
0
gdzie
0 0
B, = (4.39)
0 _Nf;lINh,
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oraz
Dy (t) = (4.40)
tvilEﬁ—F%'y(tﬁJWC) tﬁ+771A12Eﬁ+%ﬁ+’y(t5+7D)
t27_1A21Eﬁ+%27(tB+WC) tv_lEﬁJr%“/(t’B-HD)

Mozna zatem zapisa¢ rozwiazanie w postaci podobnej do (4.36), ale zaleznej od D, a nie C

ot = 1)1 AL By gy ((t = 7)PFYD) (=5 hu(r))dr

x(t) = t
fo (t— T)WilEﬁ#y,'y((t - T)B+WD)(_M’?1H(T))dT

(4.41)

Chociaz dla 8 = ~, (4.35) nie wyglada podobnie do (4.16), mozna sprawdzi¢, ze te dwa
wzory s3 w rzeczywistoSci takie same. Parzyste wyrazy w rozwinieciu w szereg funkcji Mittaga—Lefflera
macierzy A reprezentuja wyrazy T,,, w (4.33). Z drugiej strony, nieparzyste wyrazy w rozwinieciu w
szereg funkcji Mittaga—Lefflera macierzy A odpowiadaja sumie Tp41. | Tront1 w (4.33).

Mozna zauwazy¢ tez, ze sktadowa pola elektrycznego w wektorze x(t), dana wzorem (4.41),
nie zalezy od i v indywidualnie, lecz od ich sumy § + ~. Jest to wynik oczekiwany, poniewaz stanowi
rozwigzanie problemu sygnalizacji (ang. signalling problem) dla réwnania fal dyfuzyjnych rzedu 8 + =
wzgledem czasu. Z drugiej strony, sktadowa pola magnetycznego zalezy od 8 + v i wytacznie od 3, co

jest uzasadnione, biorac pod uwage jedno z réwnain Maxwella (3.24).

4.2.2. Rozwigzania analityczne z czasem dyskretnym

Aby uzyskaé rozwigzania z czasem dyskretnym, wystarczy aproksymowac rozwigzania anali-
tyczne z czasem ciggtym. Pierwsza podsekcja pokazuje klasyczny sposéb podazania tg ideg dla modeli

catkowitego rzedu. Nastepne podsekcje przedstawiajag nowe podejécie do modeli utamkowego rzedu.

Media opisane przez modele catkowitego rzedu

Aby wykona¢ symulacje systemu
x = Ax + Bu (4.42)

nalezy wyprowadzi¢ jego model dyskretny. W tym celu formutujemy réwnowazny model oparty
o ekstrapolator rzedu zerowego (ang. zero-order hold — skrét ZOH) [64] dla uktadu, ktérego rozwigzanie
podane jest przez (4.13). Nastepnie, przyjmujac czas prébkowania T i stosujac standardowa procedure

catkowania w zakresie (KT, kT + T) [64], otrzymujemy

xp11 =x(ET+T)
KT+T

= ATx(ET) + / AFTHT=TB dru(kT) (4.43)
kT
= Oxp + 'uy,
gdzie
o = AT (4.44)
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KT+T T
r= / ACTHT=TIB (7 = / B dE. (4.45)
kT 0

Zwykle pobudzenie w elektromagnetyzmie ma rozktad przestrzenny, ktéry nie zmienia sie w czasie,
tj. Js = T(¢t)R(r). Wtedy B jest wektorem kolumnowym (tj. B = b), a uy jest funkcja skalarng (tj.

uy, = uy), stad mozna zapisa¢ (4.43) w nastepujacy sposéb:

Xk4+1 = Ox;, + Tuy, (4'46)

gdzie -
F:/ eAb de. (4.47)
0

W rozpatrywanym przypadku mozna zdefiniowaé macierz
A b
co pozwala obliczy¢ macierze ® i T', poniewaz [64]
M = : (4.49)
0 1

Na koniec mozna sformutowaé ogélne rozwiazanie (4.43) dla k > ko

k—1
xp, = O Roxg + Y kI, (4.50)

m:k}o
gdzie x,, odpowiada warunkowi poczatkowemu xg = x(tg) gdy to = koT
Media opisane przez modele utamkowego rzedu
Przypadek 5 =~

W tym przypadku rozwigzanie analityczne jest dane przez (4.16) jako

x=x(t) = /0 (t— T)BflEg,g(A(t — 7)%)Bu(7) dr. (4.51)

Dyskretnoczasowe przyblizenie rozwiazania x znajdziemy jako ciag x; = x(kT), dla ustalonego kroku
czasowego T > 0i k = 0,1,2,.... Zatozymy, ze funkcja u(t) jest stata w przedziatach (KT, kT + T))

i oznaczymy uy, = u(kT'). Zatem xy = 0 oraz

kT
X, — /O (KT — 77" E5 5 (A(KT — 7)*)Bu(r) dr — (4.52)

Z/ )T (kT — 1)~ Eg s (A(KT — 7)%) dr - Bu;_,
1

dak=1,2,...
Przyjrzyjmy sie teraz catce w formule powyzej i przeksztatémy ja poprzez prosta zamiane

zmiennych kT — 7 = £. Daje to
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T (k—1+1)
[ - B AT - 7 ar = [ € B H(AL%) A (453)
i-nT (k—0)T

Dlatego, gdy oznaczymy

(n+1)T
C, = / EP1Eg 5(AEP) de (4.54)
nT

mozna dyskretnoczasowe rozwiazanie x; zapisa¢ jako

k

XL = Z Ck—l . Bul_l (455)
=1

czyli jako splot dyskretnych sygnatéw Bu,, i C,,.

Spéjrzmy teraz na macierze C,,, aby znalez¢ sposéb na ich obliczenie. Wezmy

oo Algis X AlglB+B-1

B-1 5 B—1 i

¢ B p(AE%) = ¢ Z NEEO RIS CET (4.56)
Catkowanie szeregu wyraz po wyrazie daje
+oo (n+1)T
Pt ag = (4.57)
¢ =2 W) Bl +5) /
f A (((n+ 1)+ = ()7 =
—T(Bl+B)IB+B) B

+oo BB +o00 el siA
6 A(n+1) T) 8 (AnT) B
(n+ 1T Z ra+srny "D ;F(ﬁl+6+1)_

=
((n+1)T)" Bpg1(Aln + 1)°T?) = (nT)” Ep 5.1 (An°T").

Wartoéci C,, mozna tatwo znalez¢, jedli dostepna jest procedura obliczania macierzowej funkcji Mittaga-

Lefflera

Procedura ta zaimplementowana jest w $rodowisku Matlab, a wyniki symulacji przedstawiono w sekgji

ponizej.

Przypadek 3 # ~

Odwotujemy sie do rozwiazania analitycznego x(t) danego przez (4.35) i znajdujemy jego
dyskretne przyblizenie jako ciag x; = x(kT'), dla ustalonego kroku czasowego "> 0i k =0,1,2,.....
Zaczynamy tak jak w przypadku 8 = ~, tj. zaktadamy, ze funkcja u(t) jest stata na przedziatach
(KT, kT +T) i oznaczamy u; = u(kT). Gdy te dyskretyzacje zastosujemy do (4.36), otrzymujemy

IT B
Xp = Ek: —e7! f( )T(kT — )’ 'Ep vy 5((kT — ) C)uy_ydr (4.59)
- B . .

=1 f(l 1)T (kT — 7)1 Ap1 Eg iy pin (KT — 7)P 7 C)uy_1d7
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Podobnie jak powyzej, mozna zastosowaé zamiane zmiennych kT — 7 = & w celu uzyskania

; k—I+1)T .5_
Xp = zk: ot f((k—l)T ) P Eg 1 5(EPTC)dT -y (4.60)
- B k—I1+1)T _ '
=1 f((kfl);l) P A0 By gy (§PTC)dT -y
Niech
(n+1)T
Com [ & B e C)r (4.61)
nT
(n+1)T
D, = / P A Epny pin (€9T7C)dT. (4.62)
nT
Catkujac szereg wyraz po wyrazie, mozna wyprowadzié¢ wzory
Co = (0 +1)T)” Egr 1 (0 + 1)) C) = (07)° Eg o1 ((0T)777C) (463
oraz
D, = ((n+VT)"*" A1 By piin (0 +1)T)777 C) = (4.64)
(nT)"" Ao By sy ((nT)ﬂJrv C) :
Nastepnie rozwigzanie mozna obliczyé za pomoca wzoru podobnego do splotu
k
1 |Gkt wi—
Xp = Z —€5 ! . (4.65)
=1 Dy w

Rozwiazujac problem sygnatowy, nalezy dyskretyzowaé wzér (4.41) zamiast (4.36). W zwigzku z tym

macierze C,, i D,, uzyskuja nieco inny ksztatt:
Cp = ((n+ VT)** AizEgin a1 ((n+ )T D) - (4.66)
(nT)"*" A1 Eg 54411 ((TLT)B+7 D)
oraz
D, = ((n+1)T)" Egirir ((0+ D)T) D) = (0T)" Egiypa (01)*77D) . (467)

Mozna zauwazy¢, ze uzywajac wzoru (4.65) do obliczenia wytacznie sktadowej pola elektrycz-

nego, mozna ograniczyé rozwazania do pierwszej sktadowej, tj.

k

Ek- = Z 7651016_1 U1 (468)
=1
gdzie
E;
X =
H;,
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Woyniki symulacji

Rozwazmy jednokierunkowa propagacje niemonochromatycznej fali ptaskiej (sktadowe FE,
i Hy) w kierunku +z, jak w [87]. Poprawno$¢ metod obliczeniowych mozna tatwo sprawdzi¢ poprzez
bezposrednie poréwnanie z istniejacymi wynikami symulacji. Rozwazmy scenariusz symulacji, ktéry
zaktada padanie fali ptaskiej na potprzestrzen bedaca osrodkiem opisanym przez pochodng utamkowego
rzedu. Fala wnika do oérodka i propaguje sie. Ostatecznie jej przebieg w dziedzinie czasu w pewnej
odlegtosci L jest uzyskiwany za pomoca proponowanej metody, a takze metody referencyjnej [87] (ktéra
jest zweryfikowana w [71]). Wzbudzenie sygnatu pochodzi z pola elektrycznego na granicy obszaru, na
ktérym wykonywana jest symulacja. W pierwszych symulacjach przyjeto, ze rzad pochodnych g =~v =v
jest nieznacznie ponizej jednosci, tj. uwzgledniane s3 jedynie niewielkie zaburzenia rzedéw pochodnych
czasowych w réwnaniach Maxwella. Przy niewielkiej odlegtosci od pobudzenia, propagowany sygnat
uzyskuje przebiegi impulsowe, chociaz jego amplituda jest silnie sttumiona. Rozwazmy pobudzenie,
ktérym jest sinusoidalny impuls modulowany krzywa Gaussa, patrz [87]. Jego czestotliwo$¢ Srodkowa jest
ustawiona na f. = 590 THz (dtugo$¢ fali A, = 508 nm w prézni), a widmo obejmuje pasmo widzialne,
tj. 430-750 THz (399-697 nm). Pozostate parametry symulacji przyjeto jak w pracy [87]. Symulacje
przeprowadzono z wykorzystaniem modelu opartego o ZOH, opisanego w sekgcji 4.2.2. Rozmiar kroku
czasowego uzywany w metodzie ZOH wynosi T = & -1— ~ 2,66 x 10717 s, gdzie faz = 750 THz.

50 fmax
Nastepnie rozmiar kroku przestrzennego przyjmuje sie jako Az = ¢T' ~ 7,97 - 1077 m.

Aby zastosowaé powyzszg metode, nalezy numerycznie obliczy¢ funkcje macierzowg Mittaga-
Lefflera zadang wzorem (4.58). Ogdlnie rzecz biorac, ten problem obliczeniowy jest do$¢ ztozony
(szczegdty mozna znalez¢é w opisie algorytmu autorstwa Garappy i Popolizio [88] lub Matychyna
i Onyshchenko [85]). Ten ostatni jest zaimplementowany i opublikowany jako kod w jezyku Matlab [89]
(ktoéry z kolei wykorzystuje procedure dla skalarnej funkcji Mittaga-Lefflera opublikowang réwniez jako
kod w jezyku Matlab przez Garappe [90], patrz réwniez [91] w celu zapoznania sie z opisem algorytmu).
Niestety, procedura opublikowana przez Matychyna rozpoczyna sie od numerycznego rozktadu Jordana
macierzy, co generalnie tworzy problemy z macierzami o duzych rozmiarach, dlatego nie moglismy jej

uzy¢ bezposrednio. Jednakze, jesli mozna przedstawié macierz A w postaci
A = Tdiag(A1, ..., \p)T 7 (4.69)
wtedy tatwo sprawdzié, ze
Eo5(t°A) = Tdiag(Eas(t° A1), ..., Ba,g(t?A,)) T (4.70)

gdzie E, 5(tP\;) (i = 1,...,n) jest regularna funkcja skalarna. Nie posiadamy wiedzy na temat istnienia
jakiegokolwiek wyniku analitycznego dotyczacego wartosci i wektordw wtasnych macierzy A w ogdlnym
przypadku. Jednak w przypadku jednowymiarowym, macierz A mozna przedstawi¢ w postaci blokowo-

macierzowej

ac|? @ (4.71)

P 0

59



€, (vim)
E, (Vim)

-
(a) (b)
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rys. 4.3. Propagacja fali sinusoidalnej modulowanej funkcja Gaussa w o$rodku opisanym modelem utamkowego
rzedu. Sygnat mierzony w odlegtoéci L = 10 um. (a) Sygnat pobudzenia. (b) v = 1 (préznia). (c) v = 0,995.
(d) v =0,99. (e) v = 0,98. (f) ¥ = 0,97. Wyniki przedstawiono dla opracowanej metody stosujacej ZOH (-)

i metody referencyjnej (- -), tj. obie linie naktadaja sie.

gdzie P i Q s3 macierzami dwuprzekatnymi danymi odpowiednio przez (1) i (2). Korzystajac z tej
reprezentacji, mozna obliczy¢ macierz Mittaga-Lefflera funkcji E, 5(t?A), dla punktu czasowego t > 0,
w odniesieniu do funkcji Mittaga-Lefflera pewnych tréjprzekatnych macierzy blokowych, z wartosciami
wtasnymi i wektorami wtasnymi okre$lonymi znanymi wzorami analitycznymi (patrz [92]). Korzystajac
z proponowanego rozktadu blokowego, przypadek 8 = = jest w rzeczywistosci reprezentowany w taki
sam sposéb, jak przypadek ogdlny 8 # v, z blokami A1o i Aoy (w (4.25) i (4.26)) odpowiadajacymi
macierzom P i Q. Szczegdty catego rozumowania (w tym niektére optymalizacje i proces przygotowania

wektora wejsciowego) podano w Dodatku A.

Poréwnajmy przebiegi zmierzone w odlegtosci L = 10 um od Zrdédta dla zmiennej wartosci
parametru v, patrz Rys. 4.3. Na Rys. 4.3(a) przedstawiono sygnat pobudzenia, natomiast na Rys.
4.3(b) wyniki przedstawiono dla przypadku catkowitego rzedu (tj. prézni z v = 1). Jak mozna
zauwazy¢, uzyskane wyniki i wyniki referencyjne pokrywaja sie, co dowodzi doktadnosci i stosowalnosci
dyskretnego modelu ZOH do symulacji w prézni. Na Rys. 4.3(c)—(f) zastosowano mniejsze v, co pozwala
zaobserwowa¢ impuls wcze$niej w punkcie obserwacji (tj. jego maksimum i front fali) niz dla v = 1.
Jak wida¢, wyniki uzyskane z zastosowaniem proponowanej i referencyjnej metody pokrywaja sie, co
ponownie dowodzi stosowalnosci dyskretnego modelu ZOH do symulacji propagacji fali w oérodkach
opisanych przez modele utamkowego rzedu. Proponowany powyzej schemat jest jednak bardziej
elastyczny niz przedstawiona w [87] metoda dziatajgca w dziedzinie czestotliwosci, poniewaz pozwala
na zmiany parametréw materiatowych w dziedzinie obliczeniowej, podobnie jak typowy schemat réznic

skonczonych. Co wiecej, proponowany schemat mozna rozszerzyé o symulacje i analizy wielowymiarowe
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Tabela 4.1: Maksymalny btad wzgledny pomiedzy metoda oparta na modelu ZOH i metoda referencyjna.

v 1 0.995 | 099 | 098 | 0.97

Biad (dB) | —34.1 | —41 | —43.4 | —38 | —335

(tj. schemat dziata nie tylko w jednym wymiarze) dzieki zastosowaniu schematu réznic skoficzonych oraz
implementacji pochodnej Griinwalda-Letnikova w dziedzinie czasu. To rozszerzenie, choé teoretycznie
proste w zastosowaniu, napotyka na istotne ograniczenie praktyczne, tzn. wymaga wydajnego sposobu
obliczania macierzy Mittaga-Lefflera.

Maksymalne btedy miedzy symulacjami opartymi na modelu ZOH a wynikami referencyjnymi
przedstawiono w Tab. 4.1. Zastosowana definicja btedu oblicza maksymalng warto$¢ modutu réznicy
miedzy metoda ZOH f(n) a metoda referencyjng fr.f(n), podzielong (tj. znormalizowang) przez
maksymalna warto$¢ modutu sygnatu referencyjnego

max |f(n) - fref (’I’L)| )
max|fref(n>| .

Btad (dB) = 20log,, ( (4.72)

Sredni btad jest réwny —37,2 dB, co wydaje sie by¢ poprawng doktadnoscia, biorac pod uwage
fakt, Zze w obliczeniach rozwigzan numerycznych nalezy obliczyé macierzowa funkcje Mittaga-Lefflera
dla macierzy o duzym rozmiarze (w rozwazanym przyktadzie rozmiar macierzy kwadratowej PQ
jest réwny 6250, co oznacza, ze 6250 wartosci skalarnej funkcji Mittaga-Lefflera jest obliczanych
w kazdym kroku czasowym). Btad metody numerycznej obliczajacej funkcje Mittaga-Lefflera jest
réwny |E — E4|/(1 + |E|) ~ 10715, gdzie E oznacza dokfadna warto$¢ funkcji Mittaga-Lefflera,
podczas gdy FE4 oznacza jej przyblizenie (por. [90]). Obliczone wartosci funkcji Mittaga-Lefflera s3
bliskie jednosci co oznacza, ze btad pojedynczego obliczenia funkcji Mittaga-Lefflera wynosi okoto
10715, Dla funkcji o wartoéciach macierzowych uzywanych w symulacjach, obliczenia s3 powtarzane
dla wszystkich 6250 elementéw na diagonali, co powoduje, ze estymata btedu jest réwna 107'2.
Dodatkowo macierz diagonalna funkcji Mittaga-Lefflera jest mnozona przez dwie macierze o wiekszym
rozmiarze. To powoduje, ze estymata bfedu numerycznego metody jest nie lepsza niz 1076, Jest to
jednak oszacowanie btedu wynikajace jedynie z zastosowanych obliczen macierzowych, tj. bez udziatu
btedu metody rozwigzania réwnania rézniczkowego.

Drugi zestaw symulacji przeprowadzono dla uktadu z ré6znymi 5 i 7. W symulacjach zaktadamy
v =1 i zmieniamy wartosci 3, co daje efektywny rzad réwnania dyfuzjno-falowego utamkowego rzedu
B+~ réwny 1,94, 1,96, 1,98, 1,99 i 2 — jak w poprzednim zestawie symulacji. Pobudzeniem (t].
warunkiem brzegowym w problemie sygnatowym) jest impuls tréjkatny o amplitudzie jednostkowej,
rozpoczynajacy sie w t; = 3,4- 1071 s i kohczacy sie w to = 6,8-1071° s. Symulacje przeprowadzono
z wykorzystaniem modelu réwnowaznego ZOH, opisanego powyzej. Poréwnujemy przebiegi zmierzone
w odlegtoéci L = 10 um od zrédta dla zmiennej wartosci parametru § (patrz Rys. 4.4). Podobnie
jak poprzednio, maksymalne btedy pomiedzy symulacjami opartymi na modelu ZOH a wynikami

referencyjnymi przedstawiono w Tab. 4.2. Podobnie jak poprzednio, mozemy obliczy¢ $redni btad, ktéry
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€, (vim)
E, (Vim)

N
(a) (b)

E, (Vim)
E, (Vim)

t(s) 4 t(s) -
o x10 o X 10

E, (v/m)
E, (Vim)

t(s) 18
(e) (e)

rys. 4.4. Propagacja impulsu tréjkatnego w o$rodku opisanym modelem utamkowego rzedu, gdzie v = 1. Sygnat
mierzony w odlegtosci L = 10 pum. (a) Sygnat pobudzenia. (b) 8 = 1 (préznia). (c¢) 8 = 0,99. (d) 5 = 0,98.
(e) B =0,96. (f) B = 0,94. Wyniki przedstawiono dla opracowanej metody ZOH (=) i metody referencyjnej (-
-), tj. obie linie naktadaja sie.

Tabela 4.2: Maksymalny btad wzgledny pomiedzy metoda oparta na modelu ZOH i metoda referencyjna dla

propagacji impulsu tréjkatnego.

B 1 0.99 | 0.98 0.96 0.94

Blad (dB) | —27.5 | —48 | —54.4 | —57.1 | —49.1

wynosi -39,5 dB. Jego warto$¢ jest zblizona do wartosci uzyskanej w pierwszej serii symulacji. Jesli
chodzi o czas obliczen i ztozono$¢ obliczeniowa, najbardziej czasochtonnym elementem jest obliczenie
macierzy C,, we wzorze (4.68). Kazda macierz C,, jest réznica miedzy dwiema macierzowymi funkcjami
Mittaga-Lefflera w kolejnych punktach czasowych. Jednak ze wzgledu na rekurencyjny charakter wzoru
(4.66), wystarczy obliczy¢ jedng macierzowg funkcje Mittaga-Lefflera na jeden krok czasowy. Pozostate
operacje (mnozenie przez skalary, budowanie macierzy statych i operacje splotu) sa stosunkowo
szybkie i proste w poréwnaniu z obliczeniami macierzy C,,. Obliczenia funkcji macierzowej Mittaga-
Lefflera sktadaja si¢ z dwdch waznych komponentéw: obliczen funkcji macierzowej Mittaga-Lefflera dla
macierzy diagonalnej (ktére s3 stosunkowo czasochfonne, ale charakteryzuja sie liniowa ztozonoscia
obliczeniowa) oraz mnozenia macierzy gestych. Ten ostatni komponent odpowiada za kwadratowy
wzrost czasu obliczen wraz ze wzrostem rozmiaru przestrzennego problemu. Na przyktad obliczenia
funkcji macierzowej Mittaga-Lefflera dla argumentu macierzowego t°+7D o rozmiarze N;, x Ny, gdy
znamy reprezentacje macierzy w postaci (4.69), wymagaja obliczen N, wartosci skalarnej funkgji
Mittaga-Lefflera i pomnozenia przez dwie geste macierze o rozmiarze Ny X Np. Aby zilustrowad, jak

czas obliczen roénie wraz z rozmiarem N, macierzy kwadratowej t°+7D w symulacjach, przedstawiamy
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rys. 45. Czas obliczen dla generowania macierzy Mittaga-Lefflera w zaleznosci od rozmiaru obszaru
przestrzennego Nj;,. Kétka odpowiadaja czasom zmierzonym na PC, linia ciggta to najlepiej dopasowany

wielomian drugiego stopnia odpowiadajacy zmierzonym punktom.

czasy obliczen niezbedne do obliczenia funkcji macierzowej Mittaga-Lefflera na typowym komputerze
osobistym (PC) (z procesorem Intel(R) Core(TM) i5-8250U 1,60 GHz), patrz Rys. 4.5. Catkowity czas
symulacji jest w przyblizeniu réwny czasowi potrzebnemu na wygenerowanie tej macierzy, pomnozonemu
przez liczbe krokéw czasowych. Inne obliczenia maja pomijalny wptyw na catkowity czas symulacji.
Podsumowujac, réwnania Maxwella w elektromagnetyzmie utamkowego rzedu mozna zatem
traktowac analogicznie do uktadu réwnan w przestrzeni stanéw z czasem ciagtym w inzynierii sterowania.
Pozwala to na wykorzystanie szerokiego zestawu metod wykorzystywanych w inzynierii sterowania do
symulacji i analizy. Mozliwe jest zatem wyprowadzenie rozwigzan analitycznych z czasem ciggtym
w oparciu o macierze przej$¢ stanéw dla propagacji fal elektromagnetycznych w o$rodkach opisanych
pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu oraz wyprowadzenie réwnowaznych modeli ZOH z czasem
dyskretnym i otrzymanie dla nich rozwigzan analitycznych. Przedstawione modele i rozwigzania moga
by¢ przydatne w innych dziedzinach nauki, ktére rozwiazuja réwnania dyfuzyjno-falowe utamkowego

rzedu.

4.2.3. Metoda réznic skoriczonych w dziedzinie czasu (FDTD)

Szeroko wykorzystywang metodg do rozwigzywania réwnan opisujacych pole elektromagne-
tyczne jest metoda FDTD [62]. Ten algorytm obliczeniowy dyskretyzuje przestrzer i czas w siatke,

a nastepnie oblicza pola elektromagnetyczne (elektryczne i magnetyczne) w kazdym punkcie siatki
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w dyskretnych krokach czasowych. Dyskretyzacja réwnan Maxwella bezposrednio na siatce czasoprze-
strzennej wykorzystuje przyblizenie réznic centralnych dla pochodnych czastkowych. Wykorzystujac
réznice skonczone do aproksymacji pochodnych w réwnaniach Maxwella, mozliwe jest uzyskanie rozwia-
zania. Zdyskretyzowane w ten sposéb réwnania Maxwella s3 rozwigzywane z wykorzystaniem jawnego
schematu catkowania, ktéry zapewnia charakterystyke ewolucji pola elektromagnetycznego w czasie.
Ponizej (na podstawie pracy [93]) przedstawiono metode FDTD dla symulacji elektromagnetycznych
w o$rodkach opisanych relacjami konstytutywnymi z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu. Na-
stepnie prezentowane s3 rezultaty dotyczace stabilnosci opublikowane w [81], ktérych wspétautorem
jest autor tej rozprawy doktorskiej. Rownania Maxwella utamkowego rzedu wyprowadzone sg w opar-
ciu o relacje konstytutywne oraz definicje pochodnej utamkowej Grinwalda-Letnikova. Przedstawiony
algorytm FDTD uwzglednia efekty pamieci i dyssypacje energii w rozpatrywanych oérodkach. Propo-
nowana metoda FDTD wyprowadzona jest w oparciu o dyskretng aproksymacje definicji pochodnej
utamkowej Griinwalda-Letnikova. Warunek stabilnoéci dla proponowanej metody FDTD wyprowadzono
w oparciu o numeryczng relacje dyspersyjna. Uzyskanie doktadnych wynikéw wymaga wysokiej rozdziel-
czos$ci przestrzennej i zapamietywania wczesniejszych wartosci pola, wiec przedstawiona metoda FDTD
jest bardziej wymagajaca pod wzgledem obliczeniowym w poréwnaniu ze zwyktym algorytmem FDTD.
Dodatkowo, aby zagwarantowac stabilno$¢ obliczen FDTD, rozmiar kroku czasowego musi by¢ mniej-
szy lub réwny granicy stabilnosci Couranta-Friedricha-Lewy'ego (CFL) [94]. W wyniku intensywnego
rozwoju nowych modeli matematycznych dla osrodkéw elektromagnetycznych, zagadnienie stabilnosci

FDTD jest badane intensywnie w ostatnich latach [95, 96, 97].

Metoda FDTD dla mediéow opisanych relacjami konstytutywnymi z pochodnymi czasowymi

ufamkowego rzedu

Metoda FDTD opiera sie na skokowej aktualizacji (ang. leapfrog update) pél elektrycznego
i magnetycznego za pomoca dyskretyzowanych réwnai Maxwella z rotacja [62]. Pochodne utamkowego
rzedu w relacjach konstytutywnych (3.19)—(3.20) pozwalaja na uwzglednienie strat energii w réwnaniach
Maxwella. Dlatego mozemy pomina¢ przewodnictwo i zapisa¢ wzory opisujace wtasciwosci dynamiczne

pola elektromagnetycznego w nastepujacy sposob:
V x E = —pu,DJH — M, (4.73)

V x H=esD/E +J,. (4.74)

W powyzszych réwnaniach Js i My oznaczaja odpowiednio gesto$¢ pradu zrédta elektrycznego
i magnetycznego. W proponowanym schemacie FDTD dla relacji konstytutywnych z pochodna
utamkowego rzedu, stosowana jest definicja Griinwalda-Letnikova (2.42), patrz [1, Sekcja 20.1-20.4]
rzedu o > 0. Dla kompletno$ci wywodu zapiszmy j3 tutaj jeszczez raz w postaci ilorazu réznicowego

Def(t) = lim Ai{:@

(4.75)
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gdzie

nf(t) =" Pi(a)f(t—1h) (4.76)
=0
Pia) = (~1) (‘;) (4.77)

Ta forma definicji jest naturalnym wyborem, gdy rozwaza sie metody numeryczne obejmujace pochodne
utamkowego rzedu. Szereg o wystarczajaco matym kroku h mozna uznaé za dobre przyblizenie
pochodnej. Warto jeszcze raz wspomnie¢, ze pochodna Griinwalda-Letnikova zdefiniowana powyzej
pokrywa sie (dla bardzo szerokiej klasy funkcji) z definicja Marchaud (2.39) (stosowana przez nas
w badaniach). Na podstawie (4.76) mozna zdefiniowaé réznice utamkowa, umozliwiajaca symulacje

w czasie dyskretnym modeli utamkowego rzedu w elektromagnetyzmie

k
A°f, = Pia)g " fi (4.78)
=0

gdzie fi oznacza funkcje dyskretna, taka jak fr = f(kAt) (At to okres prébkowania), ¢~ ! oznacza

operator przesuniecia wstecznego, a k € NU {0} to indeks czasu. W naszych rozwazaniach zaktadamy,
ze funkcje sa przyczynowe (tj. f(t) = 0 dla ¢ < 0), stad w (4.78) ustalamy gérna granice sumowania
na k. Dla catkowitego rzedu pochodnej, definicje Griinwalda-Letnikova i Marchaud sprowadzaja sie do
standardowej definicji pochodnej [98].

Po przyblizeniu w (4.73) i (4.74) pochodnych przestrzennych przez réznice centralne [99]
i pochodnych utamkowych czasu przez sume skoriczona (4.78) (przy zatozeniu = v = «) dzielona
przez (At)* (gdzie At to krok czasowy catkowania), otrzymujemy nastepujace zaleznosci, ktére stuza
do obliczenia nowych wartosci pola elektrycznego i magnetycznego

ntl 1 1
H' 2 i+ k+= ) =
(27J+2, +2)

pern (it gy L

(At (Er(i,j+ 3. k+1) —Er(i,j+ 3.k) .
122¢% Az

(4.79)

B (i Lk +5) - B (g k+ 3)
Ay

ntl (1 1
H, 2 (z+2,j,k+2):

= net4d (1 1
=Y (i Gk g )+
=1

(At (E (i+1j.k+3) B2 (igik+3) (+80)

Hao Ax

B (it 5.0 k+1) = Ep (i+ 3,4, k)
Az
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n+ 1 . 1 3 1
HZ 2 S 77k =
(2—1—2 j+2 )

. n—I+1 1 1
7ZIDZQHz I+3 i+ =i+ =k )+
1=1 2 2

(At) (E (i+ L5+ 1,k) — EP (i+ 3,5, k) (4.81)
+
Ho Ay
CEp(i+ L5+ 5k) = Ep(i.5+ 5.k)
Ax
x ) 3
2
_ZPaEn . <Z+ 2 Js >+
=1
(At)> HITE (i+3.7+3.k) — HtE (i+%,j—%7k)+ (4.82)
Ea Ay
_H,n+2(l+27‘7ak+ ) H;+§(Z+2,]—|—1k—f)
Az
n+l [ - 1 o
Ey ('L,]+2,k> -
Y rE (i k) +
=1
(At (HITE (4 5k + 1) — HYTE (4 Lk — 5, (4.83)
€a Az
H:“'é (Z+2,]+ k) n+%(i—%,j+%,k)
- Ax
n+1 .. 1
Ez (Zvjak+2) -
*ZPPE;”“ (Z]k+;> +
(At)® Hn+z(z+2,],k+ ),H;w% (F%,j7k+%)+ (4.84)
€a Ax

HI g+ L k+4) — HIVE (= L k4 1)

Indeksy i, j, k odpowiadaja kierunkom =z, y, z w kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych,
natomiast n i At oznaczaja odpowiednio indeks czasu i rozmiar kroku czasowego catkowania (jak
wyzej wspomniano).

Wspétczynniki pochodnej Griinwalda-Letnikova P = (—1')() mozna obliczy¢ w sposéb
rekurencyjny, co pozwala na zmniejszenie narzutu obliczeniowego w nastepujacy sposéb:

1
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W przypadku jednowymiarowym powyzsze réwnania mogg by¢ uproszczone do postaci

ntl 1 i n—i4+1 1 ADY*EY(E+1)— E" (k
Hy+2<k+2)=—ZPFHy z+2<k+>_() n (k1) — B2 (k) (456
=1

2 L Az

(4.87)

E;tt (k) ==Y PrE;N (k) -
=1

Warunek stabilno$ci metody FDTD dla mediéw opisanych relacjami konstytutywnymi z po-

chodnymi czasowymi utamkowego rzedu
W przypadku metody FDTD catkowitego rzedu (o = 1) rozmiar kroku czasowego jest
ograniczony przez warunek stabilnosci CFL [62]

At < ! (4.88)

CO\/<A1z>2 + @yp + @

gdzie ¢y oznacza predko$¢ fali elektromagnetycznej w medium wypetniajacym dziedzine obliczeniowa.

Spetnienie tego warunku jest wymagane do zapewnienia stabilno$ci symulacji. Jednakze warunek (4.88)
nie jest wystarczajacy dla FDTD w os$rodkach opisanych przez relacje konstytutywne z pochodnymi
czasowymi utamkowego rzedu. Zgodnie ze standardowym wyprowadzeniem warunku stabilnosci FDTD
dla statych przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej [62], limit kroku czasowego jest analogicznie
wyprowadzany dla FDTD w odrodkach opisanych przez relacje konstytutywne z pochodnymi czasowymi

utamkowego rzedu. Otrzymuje sie wtedy warunek

Q=

At < 21-% Vealla . (4.89)

wor + e t aee

Wyprowadzenie powyzszego warunku szczegbtowo opisane jest w [93] (Zatacznik A-C). Ta nowa
granica kroku czasowego jest uzyskiwana poprzez analize zaleznosci numeryczno-dyspersyjnej. Gdy
zatozymy « = 1, warunek (4.89) upraszcza sie do przypadku catkowitego rzedu (4.88) . W symulacji

jednowymiarowej warunek stabilno$ci upraszcza sie do

At <27 (./ea,uaAz)é . (4.90)

W niniejszej pracy proponujemy alternatywne wyprowadzenie warunku stabilnosci w stosunku
do tego przedstawionego w [93] ze wzgledu na zastosowanie procedury wyprowadzenia zaproponowane;
w [100]. Co wiecej, jest ono bardziej ogdlne niz metoda [93], poniewaz dopuszcza rézne rzedy utamkowe
w relacjach konstytutywnych z pochodnymi utamkowego rzedu dla pél elektrycznego i magnetycznego.

Wzory schematu FDTD (4.79)-(4.84) mozna zredukowaé do pojedynczej pary réwnan dla
sktadnikéw pola elektrycznego i magnetycznego, stosujac cyklicznag rotacje indekséw 4, j, k oraz z,
y, z. Niech natezenia pola elektrycznego i magnetycznego sa reprezentowane we wzorach aktualizacji
3-D FDTD przez

H; (2-7]-, ]43) _ Hpogne—g(iAme—i-jAyKy—i-kAsz) (491)
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E;z (’i,j, k) — Epogne—](iAwKz+jAyKy+kAsz) (492)

gdzie p = z,y,2, g = V-1, K = [K,, K,, K] jest wektorem falowym, podczas gdy Hyo i Eyo sa
statymi amplitudami. Stabilno$¢ rozwiazania jest okreslona przez zachowanie czynnika £”. Oznacza to,
ze jedli || > 1, to proponowane rozwigzanie (4.91)—(4.92) réwnain FDTD jest niestabilne. Naszym
celem jest znalezienie granicy kroku czasowego Atcry, odpowiadajacego |£] = 1, dla ktdérego symulacja
FDTD jest stabilna (At < Atcrr). Podstawmy (4.91)—(4.92) do réwnan schematu FDTD z relacjami

konstytutywnymi z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu. Otrzymamy wdwczas amplitudy pola

Hyo i Ego
&Hzo = Ez()isin (KyTAy) - E OSin(KZZAZ) (4.93)
29(At)Y Ay Y Az
NC .
%Emo = —Hzoibm (A; + Hy07sm (A; ) (4.94)
gdzie
W, = Z prgat (4.95)

dla o = B,~ oraz n oznaczajacego alternatywnie biezacy numer iteracji albo catkowita liczbe iteracji
N procedury aktualizacji FDTD. Réwnania analogiczne do (4.93)-(4.94) mozna uzyskal poprzez

odpowiednig rotacje indekséw x, y, z. Nastepnie uzyskane réwnania mozna zebra¢ w réwnanie

macierzowe o -
H, 0
Hyo 0
Wy —
aorl 7D o) |0 (4.96)
D —fggg E.o 0
=U Eyo 0
E.o 0
gdzie I jest macierza jednostkowa o rozmiarze 3 x 3 i
0 =6, &
—6y Oy 0
29sin (szAp)
Op =——"7—% 4.

dla p = z,y,z. Réwnanie macierzowe (4.96) jest jednorodne, zatem wyznacznik U musi byé réwny
zeru, o ile chcemy uzyskal jakiekolwiek nietrywialne (niezerowe) rozwiazanie. Wszystkie podmacierze

U s3 przemienne, zatem wyznacznik U mozna obliczyé w nastepujacy sposéb [101]:

_ s WsWy 2
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Nastepnie otrzymuje sie z (4.99)

. 2 Ax : KyA 1 2Dz
el WsWy SIH2(KT) + o <Ty) + Sln?(KT) (4.100)
WA~ T (M) (Ay)? (Az)2 |

Granica miedzy stabilnoscia a niestabilnoscia systemu elektromagnetycznego jest wyznaczana dla
€] = 1in — +oo. Zatdzmy, ze €] > 1 i & — —1. Wowczas At — Atg i W, — 2% dla a = j,7.
Stad otrzymujemy z (4.100)

€y 2012 sin? (wa””) sin? (LyQAy) sin? (LZQAZ)

(Atg)P+y = (Az)2 + (Ay)? + TSI (4.101)

Oznaczmy o = ’Bgﬂ i obliczmy maksymalny rozmiar kroku czasowego Atg gwarantujacy stabilno$é¢

symulacji fali opisanej przez wektor falowy K

Q=

21-3
Atg = (m) - (4.102)
sin2 ( Ezbz sin2 ( Kuly sin2 ( Kzlz *
(\/ ((Aw)22 )+ ((Ay)22 )+ ((Az)22 )>

Dla dowolnego wektora falowego K opisujacego fale rozchodzaca sie w siatce FDTD mozna oszacowaé

mianownik (4.102), poniewaz |sing| < 1 dla dowolnego rzeczywistego ¢. Stad otrzymujemy
nastepujacy warunek stabilnosci dla FDTD z relacjami konstytutywnymi zawierajagcymi pochodne
czasowe utamkowego rzedu:

At < Atopr (4.103)

gdzie

2 () (4.104)

Atorr = -
1 1 o
(\/(Ab? T @y T (Az>2)
Dla o = 1 upraszcza sie to do dobrze znanego warunku stabilnosci CFL dla standardowej metody FDTD

(4.88).

Analiza numeryczna otrzymanego warunku stabilnosci

Dla zwieztosci rozwazmy jednowymiarowa metode FDTD z relacjami konstytutywnymi
z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu. W takim przypadku réwnanie charakterystyczne (4.100)

mozna zapisaé jako

SiHQ(KzzAZ) eglyWsW.
—1y def BHEA YW B _
(€)= Bt 4(”&)2& 1 =0 (4.105)

a granice stabilnosci (4.104) mozna zapisaé jako

Atopr = 2'7% (e, Az) ™ (4.106)

dla propagacji fali wzdtuz kierunku z.
Rozwazmy fale wprowadzona do jednowymiarowej siatki FDTD (Az = 0,01um, o = 0,995,

podczas gdy parametry €, i p, S3 ustawione jako wartosci liczbowe odpowiadajace a@ = 1 tak jak
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2 f

-~ (gdzie ¢ oznacza predkos¢

w prézni), o czestotliwosci f = 590 THz i wektorze falowym K, =

$wiatta w prézni). Zbadajmy stabilno$¢ za pomoca metody numerycznej [65, 102] opartej na algorytmie
globalnego znajdowania pierwiastkéw i biegunéw zespolonych (ang. global roots and poles finding —
skrét GRPF) [103].

Ten test stabilnosci ma zastosowanie do uktaddéw, dla ktérych pierwiastki réwnania charaktery-
stycznego wewnatrz okregu jednostkowego na ptaszczyznie zespolonej implikuja niestabilno$¢. Stad ma
on zastosowanie do wyprowadzonego réwnania charakterystycznego (4.105), poniewaz jeéli v = ¢!
i [v] < 1, to FDTD jest niestabilne (patrz (4.91)—(4.92)). Algorytm GPRF dziata na czterech kwa-
drantach ptaszczyzny zespolonej ({@Q1 : 0 < arg[f(v)] < 7/2}, {Q2 : 7/2 < arg[f(v)] < w},
{Qs : m < arg[f(v)] < 3w/2}, {Q4 : 37/2 < arg[f(v)] < 27}). Pierwiastki rozpatrywanego réwnania
f(v) = 0 s3 wykrywane na podstawie triangulacji ptaszczyzny (lub okregu jednostkowego) i zasady
argumentu Cauchy’ego. Jedli istnieje zmiana fazy wokét punktu wewnatrz okregu jednostkowego, ktéra
jest rébwna 2gm w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara, to punkt ten jest pierwiastkiem
rzedu g, a metoda FDTD jest niestabilna. Wiecej szczegétéw na temat algorytmu GRPF mozna znalez¢
w pracy zrodfowej [103].

Rys. 4.6 przedstawia zespolona ptaszczyzne v z kwadrantami fazy oznaczonymi kolorami
dla funkcji f(v) danej réwnaniem charakterystycznym (4.105) i wyrazeniem (4.95) dla Fepr = 1
i n = 20. Uzyskano czterdziesci zespolonych zer poza okregiem jednostkowym. Wynika to z faktu, ze
w tym przypadku rozwazana funkcja jest wielomianem rzedu 40. Chociaz wokét okregu jednostkowego
wystepuja dwa pierwiastki (tj. v = 0,993 — 0,12 i vo = 0,993 + 0,12y), ich moduty s3 wieksze od
jednoéci, co oznacza, ze wewnatrz okregu jednostkowego nie ma pierwiastka. Te pierwiastki widoczne
sq jako zmiany fazy pomiedzy kwadrantami Q1 — Q2 — @3 — Q4 w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara na ptaszczyznie zespolonej v (tj. widoczne s3 jako zmiana koloréw B — = — B —
B w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara wokét rozpatrywanego punktu). Oznacza to, ze
metoda FDTD jest stabilna, co zgadza sie z wyprowadzonym warunkiem stabilnosci.

Rys. 4.7 przedstawia zespolong ptaszczyzne v z kwadrantami fazy oznaczonymi kolorami dla
funkcji f(v) danej réwnaniem charakterystycznym (4.105) i (4.95) dla Fopr = 1 i n = 100. Dla
tej funkcji f(v) uzyskano dwiescie zespolonych zer poza okregiem jednostkowym. Ponownie, chociaz
istnieja dwa pierwiastki wokdt okregu jednostkowego (tj. v1 = 0,993 — 0,127 i v5 = 0,993 + 0, 127),
ich moduty s3 wieksze od jednosci, co oznacza, ze nie ma pierwiastka wewnatrz okregu jednostkowego.
Oznacza to, ze metoda FDTD jest stabilna, co jest zgodne z wyprowadzonym warunkiem stabilnosci.

Rozwazmy przypadek, gdy n — +oo. Wéwczas (4.95) mozna obliczy¢ jako

+oo
Wo=) Predi=g(-¢) (4.107)
1=0
dla €71 < 1 (4. |[v] < 1) i a = B,v. Oznacza to, ze pierwiastki wewnatrz okregu jednostkowego
powodujace niestabilnosci, nadal mozna wykryé za pomoca proponowanej metody numeryczne;j.

£53)]

1
Dla danych parametréw fali, odwrotno$¢ wyrazenia ]sin( “ jest rébwna 16,41. W przy-
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rys. 4.6. Kwadranty fazy (B Q1, Q2, W Qs3, B Q4) dla funkcji f(v) gdy Fcrr = 1 oraz n = 20. Okrag

jednostkowy oznaczono linig - -.

rys. 4.7. Kwadranty fazy (B Q1, Q2, M Q3, B Q4) dla funkeji f(v) gdy Fopr = 1 oraz n = 100. Okrag

jednostkowy oznaczono linig - -.

padku monochromatycznym mozna zwigkszy¢é rozmiar kroku czasowego ograniczony zwykle przez
Atcrr, do At = FoprAtorr, gdzie wspétczynnik CFL jest dany przez Feopr, = 16,41 [95]. Rys. 4.8
przedstawia zespolong ptaszczyzne v z kwadrantami fazy oznaczonymi kolorami dla funkcji f(v) danej
réwnaniem charakterystycznym (4.105) i (4.107) dla Fopr, = 16,3 i n — co. Uzyskano dwa pierwiast-
ki zespolone (tj. v1 = —0,98 — 0,237 i vo = —0,98 + 0,237). Ich moduty s3 wieksze od jednosci, co
oznacza, ze metoda FDTD jest stabilna.

Rys. 4.9 przedstawia zespolong ptaszczyzne v z kwadrantami fazy oznaczonymi kolorami dla
funkcji f(v) danej réwnaniem charakterystycznym (4.105) i (4.107) dla Fepr = 16,5 i n — oo.
Uzyskano dwa pierwiastki zespolone (tj. 1 = —0,82 i v = —1,24). Modut v; jest mniejszy od

jednosci, co oznacza, ze metoda FDTD jest niestabilna.
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T2 g 0 1 2
rys. 4.8. Kwadranty fazy (B Q1, Q2, M Qs, B Q) dla funkcji f(v) gdy Forr = 16.3 oraz n — +00. Okrag
jednostkowy oznaczono linig - -.

2

2 -1 0 1 2
rys. 4.9. Kwadranty fazy (B Q1, Q2, M Qs, B Q) dla funkcji f(v) gdy Forr = 16.5 oraz n — +00. Okrag

jednostkowy oznaczono linig - -.

Przedstawiona procedura pozwala okresli¢ maksymalny rozmiar kroku czasowego gwarantuja-
cy stabilno$¢ monochromatycznych symulacji FDTD w o$rodkach opisanych relacjami konstytutywnymi
z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu. Réwnania podstawowe metody wyprowadzone s3 z warun-
kiem stabilnosci obowiazujacym w przestrzeni 3-D. Ponadto, warunek ten przeanalizowano numerycznie
na pfaszczyznie zespolonej z wykorzystaniem algorytmu GPRF. Wykazano, ze zgodnie z réwnaniem
charakterystycznym, rozmiar kroku czasowego mozna zwiekszy¢ powyzej granicy CFL w przypadku mo-
nochromatycznym. Wyniki te sg przydatne dla badaczy badajacych techniki numeryczne modelujace
procesy elektromagnetyczne opisane réwnaniem dyfuzyjno-falowym i pochodnymi utamkowego rzedu.
Stabilno$¢ metod numerycznych jest krytyczna dla zapewnienia doktadnych i niezawodnych rozwigzan,

poniewaz niestabilno$¢ moze prowadzi¢ do rozbieznych lub fizycznie nieprawdopodobnych wynikéw.
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4.2.4. Metoda réznic skoriczonych Cranka-Nicolsona w dziedzinie czasu (CN-FDTD)

Metoda CN-FDTD to bezwarunkowo stabilna metoda numeryczna stuzaca do rozwigzywania
réwnan rézniczkowych czastkowych, takich jak réwnania Maxwella. Usuwa ona standardowe ogranicze-
nie stabilnosci metody FDTD poprzez zastosowanie schematu z dowolnymi krokami czasowymi, ktére
praktycznie ogranicza doktadno$¢ poszukiwanego rozwiazania. Chociaz pozwala na wigksze kroki czaso-
we i wysoka rozdzielczo$¢ przestrzenng, prowadzi do powstania duzej, rzadkiej macierzy, ktéra wymaga
wydajnych metod numerycznych do poszukiwania rozwigzan. Metoda usrednia wartosci pola w bieza-
cym i kolejnym kroku czasowym, co zapewnia doktadniejsze i stabilniejsze podejscie, ale potencjalnie

powoduje stabo ttumione oscylacje w nieciggtosciach.

Dyskretyzacja przestrzenna

Jak wczesniej zauwazono, uzywajac pochodnych utamkowych w dziedzinie czasu, mozna
uwzgledni¢ straty energii w réwnaniach Maxwella. Prowadzi to do réwnan z rotacja, ktére zawieraja
pochodne czasowe utamkowego rzedu (4.73), (4.74). Réwnania te mozna sformutowaé w postaci

macierzowe] jako réwnania przestrzeni stanu, co zapiszmy dla przypomnienia

Dy o] |E| 0 ;' [Vx]| |E
0 D}||H —p5 V] 0 H
(4.108)
-1
—€ 0 Jg
+ B

Aby zaimplementowaé¢ CN-FDTD, réwnanie (4.108) musi zostal zdyskretyzowane przestrzennie za
pomocy siatki Yee [61], patrz Rys. 3.1.

Jak poprzednio, w tym celu dziedzina obliczeniowa V' (tj. tréjwymiarowy prostopadtoscian
w przestrzeni kartezjanskiej) jest rozktadana na mniejsze komérki prostopadtoscianu V; ; . w nastepujacy

sposob:

V= {Vije € R : [zi, 2] X [y5, y541] X [ons 2]} (4.109)

gdzie i = 0,...,N, — 1, j =0,...,N, — 1, k = 0,..., N, — 1. Objetoé¢ komérki V; ;. jest réwna
Az Ay;jAzy, gdzie Axy = 41 — x5, AY; = Yj+1 — Yj, DAz = 21 — 2. Zatem catkowita liczba
komérek w rozpatrywanej dziedzinie jest réwna N,N,N.. W praktyce wartosci pola brzegowego s3
state ze wzgledu na warunki brzegowe. Zaktadamy zatem, ze skfadowe E,, F,, E., H,, H,, H,
s3 prébkowane odpowiednio w punktach, ktérych liczba odpowiednio wynosi Ney, Ney, Nezi Npg,
Nhy, Np.

Przy takiej siatce mozna przeprowadzi¢ dyskretyzacje przestrzenng (4.108). Nastepnie otrzy-

mujemy réwnanie w przestrzeni stanu

Dx = Ax + Bu (4.110)
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gdzie

Df o
D:
0 D}
0 s V|8
A= s (VXI5 (4.111)
—u5 VB 0
—1
—e; 1 0
B=| 7" (4.112)
O 7#’;11]\[}1

X = [(Eﬂf)lv ey (Eaf)New (Ey)l» ey (Ey)Ney’
(EZ)17 [ (Ez)Nez7 (Hw)la By (Hw)th?

(Hy)h B (Hy)Nhy’ (HZ)1’ ) (HZ)th]T

u=[(Joz)1, s (Jsz)News (sz)la e (sz)Ney7

(Js)1s o (Jsz)Neo s (Msz) 15 ooy (Misz) Ny

(May)1s s (May) Ny (Mo )1, eoey (Mosz) w17
gdzie No = Neg + Ney + Neoy Ny = Npg + Npy + Npo, In jest kwadratowa macierzg jednostkowa
o rozmiarze N x N, podczas gdy [Vx]E i [Vx]E s3 dyskretnymi odpowiednikami operatora rotacji
odpowiednio dla pola elektrycznego i magnetycznego.

Operatory macierzowe [V x|5 i [Vx]H o rozmiarze Nj, x N, i N, x N}, aproksymuja operator

rotacji za pomoca ilorazéw réznicowych dla wartosci pél w rozpatrywanych i sasiadujacych komérkach.
Dyskretyzacja przestrzenna musi by¢ wystarczajaco drobna, aby doktadnie przedstawié (4.108) przy

uzyciu (4.110) sformutowanego w dyskretnej dziedzinie przestrzennej.

Dyskretyzacja czasu

Zwykle réwnania przestrzeni stanu mozna dyskretyzowaé w dziedzinie czasu, stosujac metode
Eulera zaréwno w przéd, jak i w tyt, a takze poprzez metode CN (zwang réwniez metoda Tustina
w literaturze inzynierii sterowania) [104]. Tutaj skupiamy sie na dyskretyzacji CN w dziedzinie czasu,
ktéra jest zazwyczaj kosztowna obliczeniowo, ale z drugiej strony jest doktadna i bezwarunkowo stabilna.
Zaktadajac czas prébkowania At, oznaczamy x; = x(kAt) oraz w1 = L(upgr +
uy). Nastepnie aproksymujemy pochodng utamkowa zgodnie z definicja Griinwalda-Letnikova (4.75)

z krokiem czasowym At > 0.

Przypadek 3 = v

W tym przypadku uzyskuje sie

T° T8
(IN - 2A> Xpi1 = (BIN + 2A> Xy, + T7Buy,, 1
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dla k =0 oraz

T8
(IN — A) Xk4+1 = (511\/ + A) X + T8 Buk+1

k
E Piy1(B)xk—;
J=1

(4.113)

dlak>1.

Przypadek 3 # ~
W tym przypadku uzyskuje sie
1 1
(IN - 2T(5,7)A> Xpy1 = (IN + 2T(57’7)A) X

T(ﬁa V)Buk-i-%

dla k =0 oraz
1 1
<IN - 2T(ﬂ,’y)A) Xp1 = <IN + ZT(ﬂaV)A) Xg
- (4.114)
T(8,7)Buy 1 ZP (B, 7)%k+1-5
dla k > 1, gdzie
P’(ﬁ)INe O
P](ﬁaV) = !
0 Pj(’Y)INh
TBINe 0
T(8,7) =
0 T’YINh

Zazwyczaj macierze po lewej stronie powyzszych réwnan sa rzadkie, dlatego nie zaleca sig ich odwracania
w celu uzyskania postaci zblizonej do standardowych réwnan w przestrzeni stanu z czasem dyskretnym,
znanych z inzynierii sterowania [64]. W przeciwnym razie zastosowanie macierzy odwrotnej w iteracyjnej

procedurze rozwigzywania réwnan zwiekszytoby zuzycie pamieci i narzut obliczeniowy metody.

Stabilno$¢ metody CN-FDTD

W przypadku symulacji elektromagnetycznych wykorzystujacych relacje konstytutywne catko-
witego rzedu, metoda CN jest bezwarunkowo stabilna [105]. W prezentowanych badaniach stabilne
symulacje z relacjami konstytutywnymi catkowitego rzedu sa modyfikowane za pomoca pochodnych
czasowych utamkowego rzedu. Formalny dowdd, ze dyskretyzacja CN jest réwniez bezwarunkowo sta-
bilna w przypadku pochodnych czasowych utamkowego rzedu, przedstawiono w [106]. W przedstawio-
nych ponizej wynikach badan nie obserwujemy eksplozji wynikéw symulacji z powodu niestabilnosci

proponowanej metody.
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rys. 4.10. Propagacja sinusoidalnego impulsu modulowanego funkcja Gaussa w os$rodku z relacjami
konstytutywnymi utamkowego rzedu. Sygnat jest mierzony w odlegtoéci L = 10 pm. (a) Sygnat pobudzenia.
(b) v = 1 (préznia). (c) v = 0,995. (d) v = 0,99. (e) v = 0,98. (f) v = 0,97. Wyniki przedstawiono dla
opracowanej metody CN-FDTD (=) i metody referencyjnej (- -). Obie linie naktadaja sie na siebie.

Wyniki symulacji

Opracowana metoda CN-FDTD zostata zaimplementowana w kodzie symulacji jednokierunko-
wej propagacji niemonochromatycznej fali ptaskiej (sktadowe E, i H,). Pozwala nam to tatwo odwota¢
sie do wynikéw przedstawionych juz w literaturze [87] w celu udowodnienia poprawnosci metody. Na-
stepnie fala wnika do osrodka, na ktéry pada i propaguje sie w kierunku +z. Dlatego symulowany jest
tzn. problem sygnalizacji, w ktérym pole elektryczne na granicy domeny wzbudza fale. Przebiegi fal
w pewnej odlegtosci L sa obliczane przy uzyciu proponowanej i referencyjnej metody [87]. Ustawiamy
rzad pochodnych 8 = v = v na poziomie nieznacznie ponizej jednostki, tj. uwzgledniamy jedynie nie-
wielkie zaburzenia rzedéw pochodnych czasowych w réwnaniach Maxwella (3.22)—(3.24). Rozwazmy
wzbudzenie, ktérym jest sinusoidalny impuls modulowany funkcja Gaussa, jak w [87]. Czestotliwosé
$rodkowa jest ustawiona na f. = 590 THz (dtugos¢ fali A, = 508 nm w prdzni), a widmo obejmuje
pasmo widzialne, tj. 430-750 THz (399-697 nm). Pozostate parametry symulacji zachowujemy jak
w symulacjach referencyjnych [87].

Wyniki symulacji pokazano na Rys. 4.10, gdzie przedstawiono przebiegi mierzone w odlegtosci
L = 10 pm od zrédta dla zmiennej wartoéci parametru v. Sygnat pobudzenia przedstawiono na Rys.
4.10(a), natomiast wyniki dla przypadku referencyjnego prézni (v = 1) przedstawiono na Rys. 4.10(b).
Na Rys. 4.10(c)—(f), wartoéci parametru v ulegaja zmniejszeniu. Ze wzgledu na niewielka odlegto$¢
propagacji sygnatu, przebiegi impulsowe s3 uzyskiwane z silnie ttumionymi amplitudami. Jak mozna
zauwazy¢, wyniki uzyskane z zastosowaniem proponowane]j i referencyjnej metody pokrywaja sie,

co dowodzi przydatnosci CN-FDTD do symulacji propagacji fal w osrodkach opisanych relacjami
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konstytutywnymi z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu. Proponowana metoda CN-FDTD
pozwala na zmiany parametréw materiatowych w dziedzinie obliczeniowej, podobnie jak typowy schemat
réznic skonczonych. Dlatego jest bardziej elastyczna niz referencyjna metoda w dziedzinie czestotliwosci
[87]. Ponadto proponowana metoda jest rozszerzalna na symulacje wielowymiarowe (tj. dziata nie tylko

w jednym wymiarze).
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5. PODSUMOWANIE PRACY

Pochodna utamkowa jest poteznym narzedziem w modelowaniu matematycznym ztozonych
uktadéw fizycznych. Jej zdolno$¢ do opisywania dynamiki sprawia, ze jest ona odpowiednia do
modelowania uktadéw wykazujacych efekty pamieci, takich jak systemy elektromagnetyczne i obwody
elektryczne. Niniejsza praca bada zastosowania pochodnej utamkowej w modelowaniu tych uktaddw,
koncentrujac sie na podstawach teoretycznych. Zjawiska fizyczne, takie jak propagacja fali w osrodkach
dyspersyjnych lub efekty pamieciowe w elementach obwodéw elektrycznych czesto wykazujg dynamike
rzedu utamkowego ze wzgledu na zalezne od czestotliwosdci wtasciwosci materiatéw i rozpraszanie
energii. Pochodna utamkowa zapewnia mozliwo$¢ modelowania tych zjawisk. W materiatach takich
jak dielektryki lub metamateriaty, propagacja fal elektromagnetycznych jest zalezna od czestotliwosci
ze wzgledu na dyspersje przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej. Pochodna utamkowa, oparta na
definicji Marchaud lub Griinwalda-Letnikova, umozliwia modelowanie efektéw dyspersyjnych poprzez
wiaczenie wyrazéw rzedu utamkowego (yw)® do réwnan Maxwella. Uktady elektryczne, w tym obwody z
elementami pamieci lub komponentami rzedu utamkowego, korzystaja znaczaco ze zdolnosci pochodnej
utamkowej do modelowania niestandardowej dynamiki. Tradycyjne elementy obwodéw (rezystory (R),
kondensatory (C), cewki (L)) s3 modelowane przy uzyciu réwnan rézniczkowych rzedu catkowitego.
Jednakze rzeczywiste komponenty, takie jak superkondensatory lub memrystory, wykazuja zachowanie
rzedu utamkowego ze wzgledu na efekty pamieci wewnetrznej. Pochodna utamkowa umozliwia bardzej
szczegbtowe modelowanie tych komponentdw, na przyktad zaleznosci napiecie—prad superkondensatora.
W obwodach RLC pochodna utamkowa jest uzywana do modelowania strat energii i nieliniowych
odpowiedzi, ktérych nie mozna zwiezle opisa¢ za pomoca klasycznych modeli. Memrystory, ktére
zachowuja pamieé poprzednich stanéw elektrycznych, s3 z natury uktadami utamkowego rzedu.
Pochodna utamkowa zapewnia naturalne ramy do modelowania ich histerezy, co prowadzi do
doktadniejszych symulacji obwodéw. Poprzez modelowanie efektéw pamieci i nielokalnosci, uzycie
pochodnej utamkowej pozwala tworzy¢é modele, ktére dobrze odpowiadajg danym eksperymentalnym,
szczegblnie w systemach o ztozonej dynamice. Parametr utamkowego rzedu umozliwia dostrojenie
modelu do okreslonych zachowan fizycznych, zapewniajac wieksza elastyczno$¢ niz modele catkowitego
rzedu. Postep w metodach numerycznych, takich jak przyblizenia Griinwalda-Letnikova lub schematy
réznic skonczonych, uczynit praktycznym wdrozenie modeli opartych na pochodnej utamkowej

w oprogramowaniu takim jak Matlab, Python lub innych specjalistycznych narzedziach symulacyjnych.

Chociaz pochodna utamkowa jest skutecznym narzedziem w modelowaniu zjawisk fizycznych,
jej zastosowanie wymaga analizy w zalezno$ci od przypadku uzycia. W szczegdlnosci uzycie pochodnej
utamkowej w symulacjach numerycznych zwieksza wymagania obliczeniowe, szczegdlnie w przypadku
duzych, ztozonych systeméw lub dtugich horyzontéw czasowych. Wydajne algorytmy numeryczne

s3 niezbedne, aby moéc stosowaé modelowanie oparte o pochodne utamkowego rzedu. Okreslenie
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odpowiedniego rzedu utamkowego wymaga danych eksperymentalnych lub technik optymalizacyjnych,
co moze by¢ trudne w niektérych zastosowaniach. Fizyczna interpretacja modeli rzedu utamkowego
jest mniej intuicyjna niz modeli klasycznych, co wymaga gtebszego zrozumienia rachunku utamkowego

rzedu wsréd praktykéw.

Tematyka niniejszej rozprawy doktorskiej jest zastosowanie pochodnej utamkowej w elektro-
magnetyzmie i teorii obwoddw. W niniejszej pracy pokazano, ze zastosowanie pochodnej Marchaud nie
prowadzi do sprzecznosci matematycznych podczas modelowania propagacji sygnatu elektromagnetycz-
nego w Srodowisku opisanym przez relacje konstytutywne z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu
oraz modelowania elementéw obwodéw (utamkowego rzedu), takich jak rezystor, cewka, kondensator

czy nawet linia transmisyjna.

W celu wprowadzenia do tematu wykonano przeglad literatury dotyczacej rachunku rézniczkowo-
catkowego utamkowego rzedu oraz przedstawiono jego przyktadowe zastosowania w réznych dziedzi-
nach nauki. Kolejno wprowadzono czytelnika do historii powstania rachunku rézniczkowo-catkowego
oraz przedstawiono gtéwne definicje pochodnych utamkowego rzedu spotykane w literaturze przedmio-
tu. Mnogos$¢ i réznorodnos¢ definicji wymusita okreslenie podstawowych wtasciwosci, jakie powinny
spetnia¢ pochodne utamkowego rzedu, aby byty aplikowalne w elektromagnetyzmie i teorii obwoddw.
Pokazano, ze wtasciwosci te z powodzeniem spetnia pochodna Marchaud, co kwalifikuje ja do aplikacji

w naukach elektrycznych. Powyzsze rozwazania przedstawiono w rozdziale drugim.

W rozdziale trzecim przedstawiono przyktadowe zastosowania pochodnej Marchaud w elektro-
magnetyzmie i teorii obwoddw. Przedstawiono réwnania Maxwella wspierane przez relacje konstytutywne
z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu oraz wykazano, ze mozna traktowac je jako uktad réwnan
w przestrzeni stanéw z czasem ciagtym w inzynierii sterowania. Wyprowadzono rozwigzania analityczne
w czasie ciggtym oparte na macierzach przej$¢ stanéw dla propagacji fal elektromagnetycznych w oérod-
kach opisanych pochodnymi utamkowego rzedu. Opisano modele przyblizone z czasem dyskretnym oraz
ich rozwigzania analityczne. Zaproponowano zestaw uproszczen funkcji macierzy Mittaga-Lefflera, ktére
skutecznie utatwiaja symulacje probleméw z macierzami o duzym rozmiarze. Powyzsze wyprowadzenia
opublikowano w czasopismie ,,Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation” [60]
w 2024 roku. W drugiej czeSci rozdziatu trzeciego przedstawiono réwnania elementéw obwoddéw opisa-
ne przez modele utamkowego rzedu takie jak rezystor, cewka, kondensator czy linie transmisyjne. Te
rezultaty zostaty zaprezentowane na konferencji IEEE Mixed Design of Integrated Circuits and Systems

w 2020 roku.

W rozdziale czwartym przedstawiono rézne metody rozwigzywania zagadnien opisanych przez
modele utamkowego rzedu. Przeprowadzono symulacje numeryczne propagacji fali w osrodkach
opisanych przez modele utamkowego rzedu oraz okreSlono warunki stabilnosci tych symulacji.
Zaimplementowano metode GRPF do weryfikacji stabilnosci przeprowadzonych symulacji. Powyzsza
implementacje przedstawiono podczas konferencji International Microwave and Radar Conference

w 2020 roku. W rozdziale czwartym przedstawiono tez nowa implementacje bezwzglednie stabilne;j
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metody réznic skoficzonych w dziedzinie czasu Cranka-Nicolsona (CN-FDTD) do rozwiazywania
rownan Maxwella z relacjami konstytutywnymi utamkowego rzedu. Metode zaimplementowano
w oprogramowaniu symulacyjnym i przeprowadzono symulacje propagacji niemonochromatycznej fali
ptaskiej w osrodku opisanym przez relacje konstytutywne z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu.
Metode oraz numeryczne wyniki symulacji przedstawiono na prezentacji ustnej podczas konferencji 18th
European Conference on Antennas and Propagation w Glasgow w 2024 roku.

Podsumowujac, do najwazniejszych oryginalnych osiggnie¢ prezentowanych w pracy autor
zalicza:

- okreslenie warunkéw aplikowalnosci pochodnej Marchaud w elektromagnetyzmie i teorii
obwodéw,

- wyprowadzenie rozwiazania analitycznego réwnan Maxwella w czasie ciggtym, opartego na
macierzach przejs¢ stanéw dla propagacji fal elektromagnetycznych w o$rodkach opisanych przez relacje
konstytutywne z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu,

- okreslenie zestawu uproszczen funkcji macierzy Mittaga-Lefflera, ktére skutecznie utatwiaja
symulacje probleméw z macierzami o duzym rozmiarze,

- przeprowadzenie symulacji numerycznych propagacji fali w oérodkach opisanych przez modele
utamkowego rzedu oraz implementacje metody GRPF do weryfikacji stabilnosci symulacji FDTD,

- implementacje bezwzglednie stabilnej metody réznic skoiczonych Cranka-Nicolsona (CN-
FDTD) do rozwiazywania réwnain Maxwella dla mediéw opisanych przez relacje konstytutywne
z pochodnymi czasowymi utamkowego rzedu.

Gtéwnym celem niniejszej pracy byto wykazanie, ze zastosowanie pochodnej Marchaud w elek-
tromagnetyzmie i teorii obwodow nie prowadzi do sprzeczno$ci matematycznych w modelowaniu syste-
méw elektromagnetycznych i obwodéw elektrycznych utamkowego rzedu. W Sekgji 2.1 przedstawiono
wiasciwosci, ktére sg niezbedne, aby stosowaé pochodne utamkowego rzedu w analizie systeméw elektro-
magnetycznych i obwoddw elektrycznych. W Sekcji 2.2 przeanalizowano krytycznie popularne definicje
pochodnych utamkowego rzedu pokazujac, ze tylko definicja Marchaud spetnia wymagane wczesniej
wtasciwosci. Jednakze, definicja Griinwalda-Letnikova jest réwnowazna definicji Marchaud dla okreslo-
nych funkcji i rzedéw pochodnej, co réwniez czyni jg uzyteczng z punktu widzenia elektromagnetyzmu
i teorii obwoddéw. W Sekcjach 3.1 i 3.5 pokazano, ze naruszenie postulowanej wtasnosci poétgrupy
dla pochodnych czasowych utamkowego rzedu prowadzi do réznych réwnan typu dyfuzyjno-falowego
w dziedzinie czasu dla pola elektrycznego i magnetycznego (Sekcja 3.1) oraz napiecia i pradu w linii
trasmisyjnej utamkowego rzedu (Sekcja 3.5). Taka sytuacja jest sprzeczna z rezultatem analizy w dzie-
dzinie czestotliwosci, gdzie pola elektryczne i magnetyczne oraz napiecie i prad odpowiednio spetniaja
te same réwnania. Prowadzi to do absurdu i dowodzi konieczno$ci stosowania pochodnych utamkowego
rzedu spetniajacych wtasno$¢ pétgrupy (tj. definicji Marchaud i Griinwalda-Letnikova). Tym samym,

gtoszona teza zostata udowodniona.
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System elektromagnetyczny z relacjami konstytutywnymi catkowitego rzedu, rozpatry-
wany jako potaczenie dwdch systemédw catkowitego rzedu zwigzanych z réwnaniami

rotacji pola elektrycznego i magnetycznego. . . . . . . . . ... L

System elektromagnetyczny z relacjami konstytutywnymi utamkowego rzedu, rozpatry-
wany jako potfaczenie dwdch systemédw utamkowego rzedu zwigzanych z réwnaniami

rotacji pola elektrycznego i magnetycznego. . . . . . . . .. ...

Geometrie rozpatrywanych elementéw obwodu. (a) Rezystor i kondensator. (b) Cewka.

Rysunek zaczerpnieto z [73] za zgodg autoréw. . . . . . . ... L

Sciezki catkowania dla rozpatrywanego kondensatora. Rysunek zaczerpnieto z [73] za

zgodg autordw. . . . ...
Sciezki catkowania dla rozwazanej cewki. Rysunek zaczerpnieto z [73] za zgoda autoréw.
Komérka jednostkowa modelu linii transmisyjnej catkowitego rzedu. . . . . .. . . ..
Komérka jednostkowa modelu linii transmisyjnej utamkowego rzedu. . . . . . . . . ..

Komérka jednostkowa rozwazanej linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu.

Schemat symulacji propagacji sygnatu wzdtuz linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu.

Odpowiedz impulsowa modelu linii transmisyjnej RLGC utamkowego rzedu dla réznych
pozycji 7. (a) a = 1/4, B =~ =2/3, a =2V9, b=450. (b) a =5/6, B =~ = 2/3,
a=2V9b=45 (c)a=25/6,8=~=2/3,a=2V9b=29 (d a=>5/6,
B=~7=2/3,a=2V9,b=450. . . . . ...
Propagacja fali sinusoidalnej modulowanej funkcja Gaussa w o$rodku opisanym modelem
utamkowego rzedu. Sygnat mierzony w odlegtosci L = 10 pum. (a) Sygnat pobudzenia.
(b) v = 1 (préznia). (c) v = 0,995. (d) v = 0,99. (e) v = 0,98. (f) v = 0,97. Wyniki
przedstawiono dla opracowanej metody stosujacej ZOH (=) i metody referencyjnej (- -),
tj. obie linie nakfadajasie. . . . . . . ..o
Propagacja impulsu tréjkatnego w osrodku opisanym modelem utamkowego rzedu, gdzie
v = 1. Sygnat mierzony w odlegtosci L = 10 um. (a) Sygnat pobudzenia. (b) f =1
(préznia). (c) £ =0,99. (d) 8 =0,98. (e) 8 =0,96. (f) 8 = 0,94. Wyniki przedstawiono

dla opracowanej metody ZOH (=) i metody referencyjnej (- -), tj. obie linie naktadaja sie.

Czas obliczen dla generowania macierzy Mittaga-Lefflera w zaleznosci od rozmiaru

obszaru przestrzennego Nj,. Kétka odpowiadajg czasom zmierzonym na PC, linia ciggta

to najlepiej dopasowany wielomian drugiego stopnia odpowiadajacy zmierzonym punktom.
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Kwadranty fazy (B @1, @2, B Qs, B Q,) dla funkcji f(v) gdy Fopr, = 16.5 oraz
n — 4o00. Okrag jednostkowy oznaczono linig--. . . . . . .. ... ... ... ... ..
Propagacja sinusoidalnego impulsu modulowanego funkcjg Gaussa w o$rodku z relacjami
konstytutywnymi utamkowego rzedu. Sygnat jest mierzony w odlegtosci L = 10 um. (a)
Sygnat pobudzenia. (b) v = 1 (préznia). (c) v = 0,995. (d) v = 0,99. (e) v = 0,98.
(f) v = 0,97. Wyniki przedstawiono dla opracowanej metody CN-FDTD (-) i metody

referencyjnej (- -). Obie linie naktadaja sie nasiebie.. . . . . .. ... ... ... ...
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DODATEK A: OBLICZANIE FUNKCJI MITTAGA-LEFFLERA DLA ARGU-
MENTU MACIERZOWEGO

Rozwazmy macierz A w przypadku jednowymiarowym (3.27), gdzie wektor pola elektrycznego
E ma dtugos¢ N., a wektor pola magnetycznego ma dtugos¢ N;,. Woéwczas N = N, + Nj. Naturalne
jest zafozenie, ze Nj = N, + 1. Wéwczas dyskretne odpowiedniki [V x]5 i [Vx]H operatora rotacji
dla pola elektrycznego i magnetycznego sa réwne odpowiednio EP i EQ- Macierze P i Q s3 dane

wzorami

1 0 o0 00 o0
1 -1 0 00 o0
0o 1 -1 0 0 0
- (1)
0 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 1 -1
0 0 o0 0 0 1]
1 -1 0 0 0 0]
0 1 -1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Q= (2)
00 0 -~ 1 -1 0
0 0 0 -0 1 -1

gdzie P ma rozmiar Nj X N, a Q ma rozmiar N, x Np. Wtedy

0
i mozna fatwo udowodni¢, ze dlan =0,1,2...
A2n _ (QP)n 0 (4)
O (PQ)’!L
oraz
A2nt+l 0 QPQ)" _ 5)
rQ)" 0
Co prowadzi do
0 kAk

oo oo
2kA2k: 7_2k+1A2k+1

Z T(2ak18) — 20k +a+5)

k=
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Esap (TQQP> TQE20,045 (T2PQ>

TE30,0+6(T?PQ) P Enap(7?PQ) )
Macierze Ajo i Aay w (4.25) i (4.26) spetniajg relacje Ao = ngzQ i Ay = —ﬁP
Oznacza to, ze macierze podane przez (4.27) i (4.28) spetniaja
C=- QP ™)
pyep(Az)
D——— " __pq. (8)
e (B2

Jak mozna zauwazy¢, obliczenie funkcji macierzowej Mittaga-Lefflera dla 8 = v w praktyce nastepuje
po wyprowadzeniu (6). Oznacza to, ze wystarczy obliczy¢ funkcje Mittaga-Lefflera tylko dla macierzy
kwadratowych £PQ i £QP dla odpowiedniego skalara ¢ € R. Widaé, ze macierze te s3 tréjdiagonalne

i podane wzorem

1 1 o0 0 0 0]
1 -2 1 0 0 0
0 1 -2 0 0 0
PQ = 9)
0 0 0 1 -2 1
0 0 0 0 1 -1
L2 1 0 0o 0 0]
1 -2 1 0 0 0
0 1 -2 -0 0 0
Q= (10)
0 0 0 - 1 -2 1
0 0 0 -0 1 -2

Jedli chodzi o diagonalizacje tych macierzy, przypadek macierzy PQ jest oméwiony w twierdzeniu 5
w [92], natomiast przypadek QP jest opisany na poczatku rozdziatu 3 w tym samym artykule.
Ciekawostka jest to, ze mozna ograniczy¢ sie do rozwazan funkcji Mittaga-Lefflera macierzy

PQ, poniewaz funkcje macierzy QP mozna zapisaé nastepujaco:

B, B gQP > T 2ak + B (11)
PQ)k 1 B I
JrQZFQa k—1)42a+p) P= NG + QFEs0204+5(PQ) - P

Zatem funkcje Mittaga-Lefflera macierzy A mozna wyrazi¢ za pomoca funkgcji Mittaga-Lefflera macierzy
PQ, gdzie ¢ jest skalarem zaleznym od 7.
Na podstawie twierdzenia 6 w [107], wartosci wtasne macierzy PQ o rozmiarze n x n (patrz

wzér (9)) sa dane wzorem

A = —2+ 2cos (k_lw) (12)

n

95



gdzie k = 1,...,n. Z drugiej strony wektor wtasny odpowiadajacy k-tej wartosci wiasnej \; jest dany

wp = (cos (;(k - 1)2) , cos <;’(k - 1)2) ...y COS (2”2 L 1)2)) . (13)

W ten sposéb uzyskuje sie reprezentacje

wzorem

PQ = Tdiag(\y, ..., A\, )T *

gdzie kolumny macierzy T s3 znormalizowanymi wektorami wtasnymi. Oznacza to, ze aby obliczyé
funkcje Mittaga-Lefflera macierzy (EPQ dla & € R, wystarczy obliczy¢ funkcje Mittaga-Lefflera macierzy

diagonalnej diag(&Aq, ..., €N, ). Dzieje sie tak, poniewaz, jak mozna tatwo sprawdzi¢,

E, 5(€PQ) = TE, s(diag(éNr, ..., EN,))TE (14)

Z drugiej strony, aby obliczy¢ funkcje Mittaga-Lefflera macierzy diagonalnej, wystarczy zastosowaé
funkcje Mittaga-Lefflera wazng dla liczb rzeczywistych, do argumentdéw na przekatnej macierzy, wyraz
po wyrazie. Stad mozna wykorzysta¢ implementacje funkcji Mittaga-Lefflera w srodowisku Matlab [90],
dla argumentéw rzeczywistych.

Rozwazmy przygotowanie wektora wejéciowego, tj. pradéw zasilajacych uktad. Poréwnajmy
proponowany algorytm z metoda zaimplementowana wczesniej dla problemu sygnalizacji, ktéra wymaga
wartosci pola elektrycznego w danym punkcie E(0,¢) = h(t) wymuszonego dla wszystkich momentéw
czasu przez dang funkcje h(t). Patrzac na wzér (3.7), mozna réwnowaznie powiedzieé, ze M (0,t) =
éh(t), a ten prad magnetyczny jest uzywany jako wektor wejsciowy u(t) do uktadu. Poniewaz wektor
u(t) zawiera w rzeczywistosci tylko jedng wspétrzedna niezerowa, nie jest konieczne obliczanie catej
macierzy B i catej macierzy Eg 5.1(n”TPA) we wzorze (4.57), a jedynie jednej kolumny tej macierzy.
Oszczedza to duzo zasobdw obliczeniowych pod wzgledem pamieci i czasu obliczen.

W symulacjach wielowymiarowych dyskretne odpowiedniki [V x| i [Vx]& operatora rotacji
dla pdl elektrycznego i magnetycznego sa znacznie bardziej skomplikowane niz w przypadku jednowy-
miarowym. Dlatego operatoréw tych nie mozna przedstawi¢ za pomocg macierzy dwudiagonalnych,
a ich iloczyn nie musi by¢ macierza tréjdiagonalna. Nie znamy w literaturze zadnych ogdlnych wyni-
kéw dotyczacych wartoéci i wektoréw wiasnych macierzy [V x]5 i [Vx]E. Oznacza to, ze nie istnieja
uproszczone metody uzyskiwania funkcji macierzowej Mittaga-Lefflera w sposdb przedstawiony powyzej.
Oznacza to, ze proponowana metoda wymagataby dodatkowego kroku obliczeniowego w celu znalezie-
nia wartosci i wektoréw wiasnych macierzy A w symulacjach wielowymiarowych. Mozna sie spodziewa¢,

ze ten krok bedzie trudny obliczeniowo.
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